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1. A francia forradalom utan a természettudomanyos eredményeket széles korben alkalmaztak és
népszertsitették.
Ez még az 0j francia zaszlo, a trikolor megtervezésekor is szempont volt. Lafayette két kiilonbo6z6
valtozatat is megtervezte a zaszlonak, amelyek csak a hdrom szinre juté teriiletek ardnyaban
kiilonboznek.

Egyik valtozatban a kék-fehér-voros arany azonos, a méasikban 30:33:37. Az orszag hivatalos
zaszloja kiilonboz6 idGszakokban egyik vagy maésik volt, bar a haditengerészet mindig az utobbit
részesitette elGnyben.

Adjunk kvalitativ magyarazatot az egyenlGtlen beosztas alkalmazasdnak el6nyeire! Vizsgéljuk

meg a kérdést kvantitativen is!

2. Az ELTE lagymanyosi épiiletének Gombaulaja messze f6ldon hires visszhangjarol.

(Gombkéts Akos)
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Ha a terem kozepe tajan beszéliink, meglep&en erdsen halljuk a visszhangot. Ha pedig tapso-
lunk, periodikusan ismétlédve halkul6 visszhangokat hallunk. Naivul azt gondolnank, hogy az
ismétlodés periddusa azonos azzal az idGvel, ami alatt a hang a padlé és a mennyezet kozti
oda-vissza utat megteszi. Azonban a terem h ~ 10,8 m magassaga és a 344,7 m /s hangsebesség
alapjan erre kb. 0,063 s értéket kapunk, ami nyilvan tul gyakori ismétl6dés. Mérés nélkiil is
megallapithato, hogy masodpercenként 4-5 koriili az ismétlGdések szama. Miért van ez igy, és
pontosan mennyit kapunk a periédusidére? A szamitashoz jo tudni, hogy az aula mennyezete
gombfeliilet, melynek sugara R ~ 15,2 m, azaz a gombfeliilet a padloig folytatva se adna ki egy
felgdmbot. A terem alapja persze sik. Tandcs: vizsgaljuk elGszor a fligg6leges szimmetriatengely
kozelében halad6 hanghullamokat!

(Kaufmann Zoltan)



3. A kisfiammal baktattunk a csomori busz-végéallomés felé, mikozben esett az es6. Egy hosszi
lejt6n haladva azt lattuk, hogy a viz nem egyenletesen folyik, hanem nagyjabol egyenld id6ko-
zonként hullamok alakulnak ki, amik viszonylag gyorsan gordiilnek le az aszfalton.

A hegy fel6l  korlatlan” volt a viz utanpotlasa, igy mi nem lattuk a hullamok kialakulasat, csak
az eredményt észleltiik. Egészen fantasztikus volt a jelenség szabélyossaga.

Miért alakulnak ki a hullamok? Milyen sebességgel haladnak? Mennyi idénként kovetik egy-
mast?

(Tichy-Racs Eva észlelése alapjan Tichy-Racs Adam)

4. A statisztika nagyon sokszor hasznalja pénzérme feldobasat a sztochasztikus folyamatok szem-
léltetésére. Kétségtelen hogy minden részletével egyiitt ez egy igazdn bonyolult folyamat, de
bizonyos egyszeriisito feltételek mellett — vakuumkamraban, jol definialt paraméterekkel torténd
gépi dobas — mégis bizonyos mértékig elérejelezhets a végeredmény.

Vizsgaljunk egy, a padlé magassagabol fiiggGlegesen feldobott vékony, kicsiny sugara érmét
(r>2)!

Az érme a feldobas pillanataban vizszintes, sikmenti irdnyban helyezkedik el, megegyezéses
alapon a fej van feliill. Az érme a talajrol nem pattan el, kozegellenéllas nincs, az r sugar elha-
nyagolhatoan kicsi az érme tomegkozépponti mozgasahoz tartozo trajektoria jellemz6 hosszahoz
képest.

A dobés paramétereinek (sebesség, szogsebesség) fliggvényében irjuk fel, hogy mikor lesz a
dobés eredménye fej, és mikor iras! Fogalmazzuk meg kvalitativen a véletlenszertiség feltételeit!

Adjunk meg felsé becslést a | Pr; — 1/2| értékére vonatkozoan!
Hozzavetslegesen mekkora ez az érték egy valosagos pénzfeldobd-automatara?

(Gombkéts Akos)

5. Karacsony kozeledtével itt-ott mar megjelentek a fényls diszgombok. Ahol néhany ilyen gémb
egymas kozelében talalhato, ott tobbszordsen tiikréz6dnek egymason, és a tiikorképekben sok-
sok fénypontként megjelenik a téavolabbi lampék szintén tobbszori visszaverddést szenvedett
fénye is. Vizsgaljuk az egyszeriiség kedvéért azt az esetet, amikor két r sugari gémbot he-
lyeziink egymastol d tavolsagra, a kdzéppontjukat 0sszekotd egyenesre mergleges iranyCserbol
vilagitjuk meg Gket, és onnan is szemléljiik! A lampa és a megfigyel6 is legyen olyan messze,
hogy a lampa fénye parhuzamos nyalabként kezelhets. Hol lesznek a tiikrozédésbeli fénypon-
tok, azaz mely fénysugarak verddnek vissza a megvilagitassal ellentétes irdnyba n = 1,2, 3,
stb. visszaverddést kovetGen? Van-e olyan fénysugiar, amely elvileg a végtelenségig pattog a
két gomb kozott? Aszimptotikusan milyen sorozatot alkotnak a pontok az n — oo hatareset-
ben, és kiszamolhato-e analitikusan az aszimptotikus sorozat egyik paramétere? Ha numerikus
szamitasra van sziikség, vizsgaljuk a d = 2r esetet!

(Kaufmann Zoltan)

6. Adjunk meg olyan centralis V' (r) potencialokat, melyekben adott R radiuszhoz tartozé pontbol
ugyanakkora sebességgel, de kiilonb0z6 irdnyokban elinditott tomegpontok a kovetkezs kiilon-
leges palyakat futhatjak be:

a) Minden palya ugyanabba a pontba, éspedig a kiindulépontnak a centrumra valo tiikrozésével
kapott pontba érkezik.

b) Minden pélya a centrumtol ajbol R tavolsagra érve egymassal parhuzamos egyenesek mentén
tavozik a végtelenbe. (A két esetre két kiilonb6z6 potencial adando meg, indokoléassal egyiitt,
s mindegyikben meghatarozando, milyen energia ill. kezdGsebesség irdnyok mellett valosulnak
meg a fenti palyak.)

(Gyorgyi Géza és Vigh Maté)
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Vizsgaljuk meg a kdvetkezd, G.n. Norton-kupolan térténd mozgést.

Itt az r paraméter a csicstol mért ivhossz. A csicstol nem til tavol egy pontszeri test moz-
gasegyenlete 7 = /r. Vezessiik le ezt a mozgasegyenletet, és irjuk fel az altalanos megoldast
akkor, ha a t = 0 pillanatban a test a csticson nyugalomban all!

Filozofusok szamos cikket irtak errél a rendszerrdl. Fejtsiik ki mi lehet ennek az oka! Mutassunk
ra legalabb két kiilonféle iton, hogy milyen modon is érvénytelenedik a modell, mint a val6sag
leképezése!

Mutassuk meg, hogy egy ezzel ekvivalens rendszer minden kiilonosebb kuriézum nélkiil meg-
oldhato!
Vizsgaljuk meg a Norton-kupola kvantumos valtozatat is, ahol a hullamfiiggvény a feliilethez

kotott! Irjuk fel a nulla impulzusmomentummal és épp akkora energiaval rendelkezé energia-
sajatallapotot, ami klasszikusan éppen elegendé volna a csticson nyugvashoz!

(Gombkéts Akos)

Hatarozzuk meg az N egyforma golyobol allo, egyforma rugokkal Osszekotott, a két végén
szabad linearis lanc harmonikus rezgéseinek sajatfrekvenciait!

(Tichy Géza)

Egy R sugart gombnek mind az északi, mind a déli féltekéje homogén tomegeloszlasi, de a
tomegiik kiilonbozs, My és My # M. a) Mekkora munka aran lehet egy m tomegii pontszert
testet az északi polusrol a déli polusra vinni? b) Szamitsuk ki a munkat a gombfeliilet két
tetszéleges pontja kozott! Csak a gomb gravitacios térét vegyiik szamitasbal

(Cserti Jozsef)

A | gbmboc” elnevezés a homogén, konvex, egyetlen stabil és egyetlen instabil egyensilyi hely-
zettel rendelkezd testeket jeloli. (Magyar matematikusok ,Gomboc” nevi talalméanya nyoméan.)

A gdbmbo6cot egy sikra helyezziik. Mit mondhatunk a stabil egyensilyi helyzete koriili, kis kité-
réssel torténd, tisztan gordiils rezgés frekvenciajarol? Adjunk also és fels6 korlatot ra!

(Gombkéts Akos)

Kemény anyagok Young-moduluszdnak mérésére a kovetkez6 modszert talaltak ki. Két egyfor-
ma rudat fiiggesztiink fel vizszintesen ingaként. Az egyik rudat kitéritjiik, majd elengedjiik.
Ezutan a két rad osszelitkozik, majd a méasik tér ki. Egy elektromos 6raval mérjiik azt az id6t,
amig a két rad érintkezik. Az érintkezés T idejébdl és a rudak L hosszabol, keresztmetszetébdl,
valamint tomegébdl hatarozzuk meg a Young-moduluszt!

(Tichy Géza)
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Egy rogzitettnek tekintett csillag koriil bolygd kering a nagytengelyt, € excentricitasu ellipszis-
palyan. Térjiink at a csillaghoz rogzitett inerciarendszerrél egy masikra, amely az ellipszispalya
kozéppontjatol a csillag iranydba mozog allandd v = ce sebességgel, ahol ¢ a fény sebessége.
Milyen palyan mozog a bolygo az Gj koordinata-rendszerbél nézve? Adjunk meg és abrazoljuk
a palyamenti poziciot jellemz6 koordinatat az uj rendszeridd fiiggvényében (vagy forditva)!
Tandcs: a palya paraméterezéséhez hasznaljuk a csillagaszok altal kedvelt ,excentrikus anoma-
lia” nevii mennyiséget!

(David Gyula)

A klasszikus mechanikan beliil a konzervativ rendszereket tipikusan reverzibilisnek tekintjiik.
Ugyanakkor ismert, hogy példaul az idedlis gz — amely a klasszikus mechanika keretein beliil
modellezheté mindenfajta disszipacio nélkiil —, latszolag irreverzibilisen viselkedik.

Tekintsiink egy hasonlé rendszert!

Legyen egy kivalasztott harmonikus oszcillatorunk, amely N darab oszcillatorbol allo kornye-
zethez van linearisan csatolva. A sajatfrekvenciak tisztan valosak tetszélegesen nagy N esetén.
Jeloljiik a kivalasztott oszcillator kitérését X-el, a kornyezetet alkoto rezgési modusokat pedig
jellemezziik x;-vel, ahol az index megszamlalhatdé N esetén az adott modust jeloli. Meg nem
szamlalhato N esetén z; természetesen kitérés-sdriiség értelmd mennyiség.

A kontinuum-szamossagi N modus esete specidlis, gyenge csatolas esetén egyszert megoldas
is megadhat6. A Lagrange-fliggvény ekkor felirhato mint

L:%(Xa—wg)(z)—i—/ @(x2 w?z? X/ Cizidw,
0

ahol a kornyezet széles frekvenciatartomanyba es oszcillatorokbol all, p(w) a tomeggel si-

lyozott &llapotsiiriiség, C(w) < p(w)w? pedig az oszcillator-kérnyezet csatolasi allandojéval
silyozott allapotstriség. Mit mondhatunk a sajatfrekvencidkrol?

Hatarozza meg az X idéfiiggését, és a ra vonatkozo effektiv differencidlegyenletet a fenti rend-

szerben!
Az irodalomban fellelhet6 definiciok alapjan jellemezze a rendszert! Eleget tesz-e a konzervativ

rendszerek definici6janak? Eleget tesz-e a disszipativ rendszerek definiciojanak?

(Gombkéts Akos)

190 éve halt meg Ernst Chladni (https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst Chladni), aki csodala-
tos mintazatokat tudott varazsolni egy homokkal beszort lemezre egy hegedivonoval. Vajon egy
el6re megadott tetszbleges rajzolatot is elG lehet allitani egy megrezgetett lemezen? Ha igen
probaljuk meg pl. CHLADNI nevét kirajzoltatni egy szimulacioban (vagy akar kisérleti megva-
lositasban)! A lemezt modellezhetjiik idealis membréannal, fix vagy szabad peremfeltételekkel.
Ha nem csak a csomopontokat figyeljiik, hanem egy id6pontban a teljes amplitudo értékeket,
akar sziirkearnyalatos képet, pl. Chladni arcképét is ki lehet rajzoltatni? Ha tetszGleges kép
nem rajzolhato ki, indokoljuk a limitaciokat!

(Csabai Istvan)

Vékony, kis r sugara kapillaris csovet helyeziink fiiggélegesen egy nagyon kis viszkozitasu fo-
lyadék feliiletére gy, hogy éppen létrejojjon az érintkezeés.

A viszkozitasra teljesiil, hogy 1 < gp*/?r®/?~471/2  ahol ¢ a nehézségi gyorsulas, p a folyadék

strtisége, r a cs6 belsd sugara, v a feliileti fesziiltség.
A folyadékot nedvesitének feltételezhetjiik, a meniszkusz magassagat 1ényegében azonosithatjuk
a folyadékoszlop magassagaval.

Hatarozzuk meg a meniszkusz magassagat jellemz6 egydimenzios dinamikat! Mekkora lesz a
folyadékoszlop maximalis magassaganak és egyensiilyi magassaganak aranya?

(Gombkéts Akos)


https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Chladni
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Egy szabdlyos tetraéder cstucsaiban egyforma pontszerd toltések vannak rogzitve. A tetraéder
kozéppontjaban egy kicsiny, de véges tomegi toltott test van, ami egy egyenes mentén surlo-
dasmentesen mozoghat.

Ha a kozépso testet kicsiny A tavolsaggal kitéritjiik és elengedjiik, a kialakul6 rezgés periodus-
ideje T'(A) lesz. Mekkora lesz a kétszeres kitéritéshez tartozo T'(2A) periodusids?

(Gnédig Péter)

Egy elhanyagolhato vastagsagu végtelen kiterjedést fémlapot két oy és oo vezetGképességii félsik
tokéletes Osszeillesztésével kaptunk meg. Hatarozzuk meg a rendszer tetszGleges négy pontja

(A, B, C, D) kozott a négyesellenallas értékét: Rapcop = ‘I/j—g, ahol Vop a C és D pontok

kozott mért fesziiltségkiilonbség, 45 pedig az A ponton befolyo, illetve a B ponton kimend

aram értéke!
s

A sziv bal kamrajaban a vérnyomas kozelitGen periodikusan ingadozik. Ugyanakkor, bar a sziv-
izmok miikbdése periodikus, a vérellatasnak gyakorlatilag folyamatosnak kell lennie. Modellez-
ziik a véraramlast egy sorba kotott sziv—aorta—ér rendszerrel! Az aorta egy rugalmas kamranak
vehetd, az erek R hidrodinamikai ellendllasiak. Szamitsuk ki az erek végén megjelend térfogati
dram idéfiiggését, ha a szivbél 1(t) = Ipsin®wt aram jon kil (Tandcs: legyiink kritikusak a
szakirodalommal szemben!)

(Cserti Jozsef és Széchenyi Gabor)

(Gombkéts Akos)

Az iskoldban azt tanultuk, hogy a csokinyuszinak el&szor a fiile olvad el a melegben, mert kiéll
a testbol. Egy egyszeriisitett esetben numerikus modellezéssel ellenérizziik, hogy igaz-e ez! Ve-
gyiink egy r sugari és h hosszusagi hengert, amely —10°C hémérséklet (homogén) vizjégbol
van (jégesap)! A henger a Nemzetkozi Urallomason lebeg a levegében, nem ér hozza semmihez
a levegén kiviil. Nem éri hdsugarzas; csak a vele érintkezd levegG melegiti, melynek hémér-
séklete +20°C, térfogata végtelen nagynak tekinthets, és nem mozog. Allapitsuk meg, hogy
es h milyen értekei eseten lesz a jégcsap olvadasa soréan a két vége  hegyes”, és mikor kapunk
»les” peremi korongot — ha ezek a formak egyaltalan el6fordulnak! Ennek megallapitasahoz
definialjuk értelmesen, de megfelelGen precizen a ,hegyes” és ,éles” kategoriakat! Milyen més
kvalitativ formak alakulnak ki az olvadas soran?

(Veres Gabor)

Hanyszorosara né a megyvilagitas eréssége egy fehér felilleten (a szemiinkkel érzékelve), ha a
halogén lampa wolfram szala 2700 K helyett 3000 K-en izzik? Hanyszorosara javul a hatasfok?

(Santa Imre)

Vizsgaljuk meg egy negativ torésmutatoju lapos, d vastagsagu anyagréteg képalkotasat! Rea-
lisztikus esetekre becsiiljiik meg a kromatikus aberracié mértékét! Hogyan csokkenthetnénk a

T2

(Gombkéts Akos)
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Szamos szovjet és amerikai Hold-program soran vittek fényt visszaverd, retroreflektor egysége-
ket a Holdra. Ezek koziil a legnagyobbat (kb. 0,68 m?) az Apollo-15 ttja sordn helyezték el,
kozel merGlegesen a Fold iranyara. A retroreflektor 300 db 38 mm atmérdji egyedi sarokpriz-
mabol all. A Foldon 1 J energiaju, Q-kapcesolt (10 ns félértékszélességii), TEMyy modusu, 3
mm atmérGji rubin lézernyalabot egy 3 m atmérGji teleszkopba vezetve kitagitjuk és a nyalab
koézéppontjat kell6en pontosan a retroreflektorra iranyitjuk. Mekkora lesz a visszavert nyalab
a Foldon? Hany foton érkezik vissza ugyanannak a teleszkopnak a fokuszpontjaba 2,5 s alatt a
lézer fényébdl, és milyen idébeli eloszlassal?

(Santa Imre)

Az elektron fajlagos toltésének meghatarozasara egy kisméreti katodsugarcsovet hasznalunk.
Az elektronokat az eltérit6 elektrodak el6tt gyorsitjuk, az elektrodak atlagpotencialja azonos az
utolso gyorsito anod potencialjaval. A gyorsitofesziiltség U, = 1,15 kV. Az elektronok a gyorsito
térbdl egy nagyon kis lyukon lépnek ki, de még nem fokuszaltak, az ernyén centiméternyi foltot
hagynanak. A felgyorsitott elektronokat a katédsugércsével azonos tengelyi, dramjarta tekercs
hosszanti magneses térével fokuszaljuk. Az eltérité lemezkék hossza x; = 23,45 mm, az utolso
anod és az ernyG kozotti tavolsdg pedig xo = 234 mm. A tankonyvek hibasan kondenzatornak
nevezik az eltérité lemezeket, parhuzamosaknak rajzoljak Gket, pedig elvileg nem is lehetnek
parhuzamosak, de kondenzatorok mégannyira sem! A tekercs tovabbi fontosabb konstrukcios
adatai: L = 450 mm, atmérGje D = 49,5 mm, a huzal atmérdje (a szigeteléssel egyiitt) d = 0,35
mm. A meneteket szorosan egymas mellé tekercselték. Feltételezziik, hogy a katodsugarcsében
nincsenek ferromagneses alkatrészek. Az e/m érték meghatéarozasa csak akkor lehetséges, ha az
elektronokat fokuszalni tudjuk a képernyére, ugyanis csak ekkor kovetkeztethetiink a szanaszét
indul6 elektronok palyaira. A meghatarozaskor a tekercsen atfolyd aram erGsségét I = 0-t6l
kiindulva egyenletesen noveljiik. A késziilék megépitésének tervezésekor az elektron fajlagos
toltését ismertnek tekintjiik. Szamitsuk ki az elektron sebességét a képernyGbe valo becsapodas
elott! Hatarozzuk meg a magneses indukcidonak azt a minimalis By, értékét és az azt 1étrehozo
I nin Aramerdsséget, amelynél elGszor kapunk fokuszalt elektronnyaldbot az ernyén!

Segitség: A mostani 6sz egyik napos délutanjan elmentiink egy krigli sorre egyik fizikus kollé-
gammal. Szerettiik volna megbeszélni ezt az Ortvay-versenyre ajanlott feladatot. Elindultunk.
Megnéztem az 6rdamat, 17:01:02-kor 1éptiink ki az iskolabdl, én az egyenes tton sétidlva men-
tem, neki valamilyen elintéznival6ja volt, igy kiilonbo6z6 utakon, de egyszerre érkeztiink a Koros
jobb partjan levg sorozébe, pontosan 17:18:19-kor. Rajottiink, hogy a feladat sokkal egyszeriibb,
mint gondoltuk, ezért inkdbb a kisérletes fizikatanitas lehet&ségeirsl beszélgettiink.

(Bartos-Elekes Istvan)

Tekintsiink két radioaktiv atomot, melyek koziil az egyik [¢,t + dt] és a masik [s, s + ds] id6in-
tervallumban

N exp (—as — bt — ¢v/st)dsdt, a,b>0, ceR

valoszintiséggel bomlik. Hatarozzuk meg analitikusan felirt alakban a valoszintiségi strtiség-
fiiggvényhez tartozé6 N normalasi faktort, ha az csak az elsé siknegyedben van értelmezve!
Abrazoljuk altalunk valasztott paraméterek mellett annak valoszintségét 7' € [0,100] idGin-
tervallumban, hogy mindkét atom elbomlik 7" id§ alatt! Hatarozzuk meg altalunk valasztott
paraméterek mellett numerikusan annak kozelits valosziniségét, hogy az egyik atom el6bb bom-
lik el, mint a masik! Adjuk meg analitikusan felirt alakban annak varhato értékét és szorasat,
hogy mennyi id6 alatt bomlik el az egyik, illetve a masik atom!

(Csirik Mihaly, Homa Gabor, Lisztes Laszlo)
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A (klasszikus és a relativisztikus) elektrodinamikaban a pontszeri részecskék és az elektromag-
neses mezd csatolasat egy skalaris csatolasi allando, az elektromos toltés segitségével irjuk le.
Vizsgaljuk meg ehelyett azt az esetet, amikor a csatolast egy antiszimmetrikus j; négyestenzort
alkoto csatolasi allandok valositjak meg! Irjuk fel a részecske és a vakuumbeli elektromagneses
mez$ teljes hatasintegraljat a csatolasi tenzor felhasznalasaval felirt Gj tagokkal kiegészitve!
(Ha a csatolasi tenzor komponenseit 6nallo dinamikai szabadsagi fokoknak tekintjiik, a ha-
tasintegralt kiegészithetjiik e mennyiség sajat dinamikajat leir6 taggal is, melynek kovarians
Lagrange-fiiggvénye fiz; 1*! /2 alaki, ahol a pont a sajatids szerinti derivaltat jeloli.)

Vezessiik le a részecske mozgasegyenletét, valamint a py; négyestenzor dinamikajara vonatkozo
egyenletek és a Maxwell-egyenletek 4j alakjat! Irjuk 4t a kovarians egyenleteket harmas jelolés-
modba! (Javaslat: a antiszimmetrikus g négyestenzort két haromdimenzios vektorral, p-vel
és m-vel jellemezhetjiik.) Keressiink megmaradési tételeket a rendszer szimmetriai alapjan!

(David Gyula)

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a ,kozmologiai elvet”, és ennek tudataban keressiik az egész teret
kitolts, taguld anyag sebességmezdjét!

Nemrelativisztikus esetben az (&ltalanositott, elliptikus) Hubble-tipust 6nhasonlo sebesség-
mezének (v, (r,t)=H,(t)ry, vy(r,t)=H,(t)r,, v.(r,t)=H,(t)r,, ahol Hy(t) tetszbleges idofiigg-
vények) megvan az a kellemes tulajdonsaga, hogy teljesiti a kozmologiai elvet: minden t id6re
és r helyvektorra igaz, hogy ha az adott ¢ id6pillanatban egy megfigyel6 atiil egy adott r pontba,
és a sebességmezd ottani értékével, v(r,t)-vel mozog, akkor (a Galilei-transzformacio képletei
szerint) pillanatnyilag éppen olyan sebességmezGji tagulast lat maga koriil, mint amilyet az
origoban iil6 megfigyeld.

Keressiik meg a legaltalanosabb olyan v(r,t) sebességmezd-kifejezést, amely ezt a tulajdonsa-
got a specialis relativisztikus kinematika, azaz a Lorentz-transzforméacio esetére altalanositja!
[lyenkor van némi szabadsagunk abban, hogy az origéban melyik id6pillanatra koveteljiik meg,
hogy ugyanolyan legyen a sebességmezd, mint amit a tagulassal egyiitt mozgd megfigyels 14at.
Probalkozhatunk harom lehetdséggel is: a két idépillanat legyen egyideji 1) a nyugvo rendszer-
ben, 2) a mozgd megfigyel rendszerében, vagy 3) igazsdgosan: abban a rendszerben, amelyhez
képest az origb és a mozgd megfigyels egyforma sebességgel tavolodik. (Megelégedhetiink a
gombszimmetrikus eset, v(r,t) = r - f(|r|,t) tanulméanyozasaval, valamint feltehetjiik, hogy az

origbban v=0.) (Nagy Marton)

A Fold koriil kiilonboz6 sugaru korpalyakon mtholdak keringenek. Az egyszertiség kedvéért
most csak az Egyenlité sikjaban keringé szatellitokkal foglalkozunk. A mitholdak fedélzetén
pontos idémérd berendezéseket helyeziink el. Ezek érzékenysége lehetGvé teszi, hogy a specialis
relativitaselmeéletbsl adodo idédilatacios effektusokat, valamint az altalanos relativitaselmé-
letb6l adodo gravitacios voroseltolodéas idGtorzitd hatasat is kimérhessék. Van-e a kiilonb6z6
sugart egyenlitdi korpalyakon kering6 miiholdak kozott olyan, amelynek sajatidejét mérd oraja
pontosan szinkronban jar a mihold alatt a Fold felszinén (az Egyenlitén) tartézkodo megfigye-
16k orajaval? Ha van ilyen, milyen magasan kering ez a mtthold? (Fejezziik ki palyaja sugarat
a Fold sugaranak tobbszoroseként, és adjuk meg km-ben is!) Mekkora szamszerd kiilonbséget
okoz az eredményben a Fold forgdsanak elhanyagolasa, illetve figyelembe vétele? A szamitasok
soran a Foldet pontosan gomb alaktinak tekinthetjiik. )

(David Gyula)

Nemrelativisztikus pontszerd toltés mozog idofiiggetlen kiils6 magneses mez6ben, mely z-
iranyban eltolasinvarians. A részecske (Z,9,2) =7 = 7 helyoperatorahoz kanonikusan konju-

galt impulzus operatoranak reprezenticidja legyen p = iV + qA ahol A a vektorpotencial, g
pedig a részecske toltése (h = ¢ = 1). Milyen feltételek mellett &brazolodnak a fenti operatorok-
kal a kanonikus kommutacios relaciok? Mutassuk meg, hogy a varakozéasokkal ellentétben ezen
feltételek mellett is 1étezik egy olyan egyszert, nemtrivialis rendszer, melyben a fenti abrazoléas

nem schrodingeri, azaz nem létezik olyan U unitér operator, melyre UTpU = —iV!

(Fejos Gergely)



29.

30.

31.

Vizsgaljuk egy homogén B = (0 0, BO) magneses térbe helyezett lokalizalt elektron spanet' A

spint leir6 Hamilton-operator H = g,uBB d, ahol ¢ = 2, up a Bohr-magneton, & pedig a
spint reprezentalé harom Pauli- matrlx vektora. Kezdetben a spin alapallapotban van, azaz a
P = (¥|d|Y) polarizaciovektor a z irdnyba mutat. Probaljuk meg megforgatni a spint ugy, hogy
a magneses tér vektorat egyenletes szogsebességgel egyszer korbeforgatjuk az xz sikban: g(t) =
By (sin(27ft), 0, cos(2m ft))! A magneses tér korbeforgatasa utan, azaz a t = 1/f id6pontban,
megmérjik a spin z komponensét. Mi a valosziniisége, hogy +1-et mériink, P, (By, f) =7
Probéljuk szamolas nélkiil megsejteni az eredményt az f — 0 és az f — oo hataresetekben!
Abrazoljuk a P, (f) fiiggvényt a By = 1 Tesla esetben, az f € [0;100 GHz] intervallumon!
Abrazoljuk a polarizaciovektor trajektoriajat az f € {0,1;1,0;10,0;100,0} GHz esetekben!

(Palyi Andréas)

Egy két s = 1/2 spint objektumbol allo Gsszetett kvantummechanikai rendszer H, Hamilton-
operatora a t < 0 intervallumban nem fiigg a spinvaltozotol. A t = 0 idépillanatban azonban
valamely pillanatszerd kiils6 valtozas hatasara hozzaadodik egy

4A

H = 2

—5(51S2)

alakt spinfiiggd tag, amely a tovabbiakban (a ¢ > 0 intervallumban) véaltozatlan marad.

Tegyiik fel, hogy a vizsgdlt rendszer ¢t < 0 esetén a

11, 0) +0, 0)
V2

+-) =

allapotban van!

A H’ kdlesonhatést perturbacionak tekintve hatarozzuk meg els6 rendben annak valosziniiségét,
hogy a rendszer id6fejlédése soran végiil a | ++), | —+) vagy a | — —) allapotok valamelyikébe
jut!

Ha a kapott eredmény nem meggy6z6 (Tipp: lehet, hogy nem az...), végezziink pontosabb

szamitast, majd ennek tiikrében magyarazzuk meg az egyszeri naiv kozelités hianyossagainak
okait!

(Magyar Péter)

Tekintsiik a kovetkez6 S = 2 spin-hullamfiiggvényt:

ahol a |2) és |2) az S spin-operator +2 és —2 sajatértéki sajatallapotai!

a) Mik a S = (5%, SY,S*) spin-operatorok varhato értékei? Mutassuk meg, hogy a [¢) allapot
id6tiikrozésre invarians!

b) Milyen SO(3) forgatasok transzformaljak a |¢)) allapotot sajat magara (egy fazis erejéig)?
Mutassuk meg, hogy ezek a forgatdsok a D, diéder-csoporttal izomorf csoportot alkotnak!
Mekkora Berry-fazist szednek &ssze a hullamfiiggvények a forgatasok soran? Segitségiil keressiik
meg azokat az i = (n,,n,,n,) irdinyokat (i egységvektor), amelyekre (fi|1)) = 0, ahol az |i)
spin-koherens allapot definici6ja: (@i - S)|h) = 2|f).

¢) Mi a tetszélegesen elforgatott |¢)) hullamfiiggvények paramétertere? Hogy viszonyul a Berry-
fazis a paramétertér fundamentalis (elsé homotopia-) csoportjahoz?

(Penc Karlo)



32.

33.

34.

Tekintsiink egy olyan kvantummechanikai rendszert, amelynek Hamilton-operatora két (E, =
hw és E_ = —hw) sajatértékkel és a hozzajuk tartozo (normalt) |+) és |—) sajatallapotokkal
rendelkezik. Tegyiik fel, hogy a rendszert a t = 0 id6pontban a

oo = 31+ 1

Tekintsiink még egy, a fenti rendszerhez tartozé valamely A megfigyelhet6 mennyiséget, amely-
nek két sajatértéke a és b, a hozzajuk tartozo sajatallapotok pedig

_ =1

allapotban preparaltuk!

[+ +1=)

a)y = ,
|a) NG
Vizsgaljuk meg az alabbi két esetet:

a) A rendszer t = 0-t6l valamely tetsz6leges ¢t = 27-ig magéra hagyva fejlédik az idében. Ekkor
a rendszeren egy fizikus megmeéri az A mennyiséget. Milyen valdszintiséggel kapja a mérés

kimeneteleként az a értéket? . ] _
b) A kovetkezs, megerdsits kisérletben a rendszer annak rendje s modja szerint elGszor egy

ideig ismét csak fejlédik magara hagyva az id6ben. Azonban a mérést végzo fizikus ¢t = T-kor
egy varatlan mobilhivast kap, és ijedtében véletleniil megnyomja az A-t méré Enter gombot. Se
idG, se lehetGség az egész mérés ujrakezdésére. A fizikus jobb hijan gy dont, hogy NEM olvassa
le a kapott értéket, remélve, hogy igy nem kovetkezik be a hullamfiiggvény osszeomlasa, ezért
az elkovetett hiba nem befolyasolt semmit. Ezutan hagyja a rendszert tovabb fejlédni ¢ = 27'-
ig, amikor ismét megmeéri A-t, és megkonnyebbiilve kiszamitja az a sajatérték észlelésének
valoszintiségét.
Hasonlitsuk Ossze a két esetet, és dontsiik el: Vajon helyrehozta-e a mérés soran elkovetett
hib4ajat eme képzelt kollégank?

(Magyar Péter)

Jol ismert probléma a kvantummechanikdban, hogy sem az impulzus-sajatallapotok, sem a
helyzet-sajatallapotok nem elemei a Hilbert-térnek, ezért béazisként valo alkalmazasuk nem
trivialis. Az energia-sajatallapotok ugyan teljes bazist alkotnak, am az el6zGekkel ellentétben
nem ,a priori adottak”, meghatarozasuk sokszor nem egyszert.

Bizonyos szempontbol kielégitébb lehet, ha egy ,,gyakorlatilag eleve adott”, Hilbert-térbeli ba-
zist hasznalunk. Ilyen pedig van, példaul a koherens-allapotokra vonatkozoan.

Valasszuk ki koherens allapotok egy teljes, minimélis rendszerét!
Vizsgaljuk meg a harmonikus oszcillatort ilyen koherens béazisban! Fejtsiik ki a szam- (egyben
energia-) sajatallapotokat, majd ellenérizziik az eredményt numerikusan is!

(Gombkéts Akos)

Egy haromkomponenst hullamfiiggvénnyel leirhato kvantumrészecske Hamilton-operatora

2

- . hw
H:p—]—i——pop,
2m p?

ahol m és w pozitiv paraméterek, Ia3x 3as egységmatrix, p a részecske impulzusoperatora,
a o jel pedig a diadikus szorzast jeloli.

Szamitsuk ki Heisenberg-képben a részecske x(t) helyoperatorat az id6 fiiggvényeként! Hataroz-
zuk meg egy adott (pl. Gauss-gorbe alakii) kezdGallapot esetén a helyoperator varhato értékét
az 1d6 fiiggvényében! Ertelmezziik az eredményeket!

(David Gyula)



35.

36.

37.

A | Szurikdta” mélytri drbazis N tdrallomasbol all, melyek egy szabdalyos N-sokszog sarkain,
egymashoz képest mozdulatlanul helyezkednek el. Az drallomasokon dolgoz6 kutatok — mint
a szurikatdk a természetben — allandodan figyelik a kornyezetiiket, minél tobb adatot igyekez-
nek begyijteni. T6bbek kozt folyamatosan megfigyelik a sokszog kozepén nyugalomban 1évs
hidrogénatom szinképét is. Egy napon a hirtelen jott ,kozmikus vihar” mindegyik tralloméast
egyforma () toltésre tolti fel. Legalabbis erre kovetkeztetnek a kutatok, miutan azt tapasztal-
jak, hogy a megfigyelt kézponti hidrogénatom megszokott szinképvonalai részben eltolodtak,
masrészt Gjabbak jelentek meg, mintha az ismert vonalak felhasadtak volna. Kovessiik a tu-
dosok gondolatmenetét! Hatarozzuk meg N = 42 sokszogre a hidrogénatom p, d, f palyaihoz
tartozo szinképvonalak felhasadasat! Ki lehet-e szamitani ezek alapjan a @) toltés nagysagat?
Hogyan fiigg a szinképvonalak helye az N értékétsl? Miért kiilonleges az N = 4 eset? Tanulma-
nyozzuk azt az esetet, amikor N — oo és kozben az N(@) szorzat allandé! A szamitasok soran
feltételezhetjiik, hogy a hidrogénatom elegendGen messze van az trallomasoktol.

Szamitsuk ki, hogy 100 km atmérGjd tirbazis esetén mekkora () toltés okoz a hiperfinom felha-
sadassal vagy a Lamb-effektussal 6sszemérhet6 hatast! Hogyan tolodnak el a szinképvonalak, ha
a ( toltési drallomasok lassan egyiitt forognak a sokszog kozepén atmend, a sikjara mersleges
tengely koriil?

(Cserti Jozsef)

Extrém rovid fényimpulzusok elGallitasa az 4.n. magas felharmonikus keltés segitségével torté-
nik. Sokaig kizarolag klasszikus/szemiklasszikus modelleken beliil sikeriilt modellezni a folyamat
végeredményét. A folyamat sok fontos tulajdonsigat azonban csak egy megfelel6bb kvantumos
modellen keresztiil lehet igazdn megragadni.

Tekintsiik a lehet6 legegyszertibb modellt, amelyikt6l realisztikusan elvarhato, hogy visszaadja
a magas felharmonikus keltés sajatossagait! Vegyiink egy kétszintes rendszert, amely linearisan
csatolodik végtelen sok elektromagneses modushoz, és amelyik egy rovid, erds, klasszikusnak
vehetd lézerimpulzussal hat koleson!

A modell felallitasakor, és bizonyos tovabbi megfontolasokhoz hivatkozni lehet az alabbi cikkre:
(https://arxiv.org/abs/1605.01087)

Adjunk analitikus becslést a fotonszamok varhato értékének idofiiggésére! A megoldéas vonat-
kozhat altalanos gerjesztGé impulzusra, vagy azok specialis formajara is. A kezdeti feltételeket
tetszblegesen rogzithetjiik.

(Gombkéts Akos)

Tekintsiik négy tomegpontnak a kovetkez6 modon hierarchikus rendszerét: két csillagtomegi
(my = my = 10My) és két szupermassziv fekete lyukat (ms = my = 10'°My), ahol m; and m,
egy ap,-sugari korpalyan kering a kozos tomegkozéppontja koriil, a tomegkozéppontjuk pedig
egy aout-sugari korpalyan kering a szupermassziv feketelyuk-kettds koril, ahol agy >> aiy.
Nevezziik a két korpalyat belss és kiils6 orbitnak. A szupermassziv kettds szeparacidja R, ahol
R < Gout -

a) Adjunk nagysagrendi becslést arra, hogy mekkora lehet a belsé és kiilsé orbitok sugarainak
Ain/Gouy ardnya ahhoz, hogy ez a konfiguracio stabil legyen a szupermassziv feketelyuk-kettds
arapalyerejével szemben!

b) Tegyiik fel, hogy a szupermassziv feketelyuk-kettds hirtelen Gsszeolvad, és tomegének ¢ =
10 %-at kibocsajtja gravitacios hullamok forméajaban! Hogyan véltozik a belsd és kiils6 orbit fél
nagytengelye és excentricitdsa?

¢) Szét tudjak-e szakitani a gravitacios hullamok az eredetileg stabil bels vagy kiilsé orbitot
az £ €S iy /a0y parametéterek tetszoleges értéke esetén? Ha igen, milyen paraméterek esetén
repiil szét a bels6 vagy a kiilsé orbit?

Hasznéljunk klasszikus nem-relativisztikus fizikat a szamitasokhoz, tehat az a;, és aqy legyenek
sokkal nagyobbak, mint a fekete lyukak horizontjai!

(Kocsis Bence)
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38.

39.

40.

A LIGO és a VIRGO gravitacioshullam-felfedezéseivel egy 1j ablak nyilt az Univerzumra. Min-
den eddig felfedezett forras esetén a gravitacios hullam frekvencidja és amplitidoja idében nétt,
amig a gravitacios hullamokat kibocsajto kettds 0ssze nem iitkozott. Korpalyas esetben a dimen-
zibtlan gravitacios hullim amplitudo koriilbeliil igy adhaté meg: h = (32/5)Y2G2Mu/(c*r D),
ahol M = my +mg és p = myms /M az 6ssz- és redukalt tomegek, r, és D a keringési sugar és a
forrastol vett tavolsag, a gravitacios hullam frekvenciaja pedig a keringési frekvencia kétszerese.
A vezet§ rendd kozelitésben az iitkoz6 kettGs kepleri excentrikus pélydn mozog, aminek a fél
nagytengelye és excentritasa lassan valtozik a gravitacios hullaim emisszi6é miatt:

da 64 G2 M?
@5 sa
de 304 G*uM?
A p i iy &

dt 15 < ad (€).

ahol F(e) = [1 + (73/24)e? + (37/96)e*] /(1 — €2)7/% és H(e) = [1 + (121/304)e?]/(1 — €?)%/2.
A kepleri keringési frekvencia és a gravitacios hullam frekvenciaja tehat izolalt kett&sok esetén
id6ben né.

A LIGO ¢és a VIRGO varatlan asztrofizikai forrasokbol is keres gravitacios hullamokat.
Lehetséges-e, hogy egy tomegpontokbol allo rendszer altal kisugarzott gravitacios hullamok
frekvencidja a korabbi forrasokkal ellentétben csékken az id6 fliggvényében? Egy ilyen konfi-
guracioban hogyan fiiggnek az id6t6l a rendszer péalyaelemei?

Végezziink egyszert vezetd rendi szamitédsokat newtoni nem-relativisztikus fizikaval, ahol lehet!
(Kocsis Bence)

45 éve halt meg Mauritz Cornelis Escher, akinek képeit képeit sok tudos kedveli. Vizsgéljuk meg
a Circle limit IV képe (http://www.mcescher.com /gallery/recognition-success/circle-limit-iv/)
szerinti elrendezést Ising-modell viselkedését ferromagneses és anti-ferroméagneses csatolassal,
és hasonlitsuk 0ssze a sima 2D négyzetracs modellel! Vizsgaljuk meg, van-e fazisatalakulas, ha
igen milyen hémeérsékleten, illetve elemezziik a végesméret-effektus hatasat!

(Csabai Istvan)

Pirx pilota jarérhajojaval egy vibranium-felh$ peremvidékén kering, ahol a ritka gazban még a
surlodés is elhanyagolhato. Mint tudjuk, a vibranium feltétleniil sziikséges a fénynél gyorsabb
kozlekedést lehet6ve tevs warp-hajomii kifejlesztéséhez. Mindazonaltal az Ismert Urben nagyon
kis mennyiségben fordul el6 — nem csoda, ha az intelligens tirhajozo civilizaciok kiélezett ver-
senyt folytatnak a ritka vibranium-forrasok megszerzéséért.

Es most itt ez az 4j lelshely — egy egész bolygonyi (nagyjabol a Fold tomegével megegye-
z6 mennyiségi) tiszta vibranium-géazfelhs, amely az els6 mérések szerint gombszimmetrikusan
oszlik el, stirtisége a kozépponti atommagstriiségtsl radialis irdnyban exponencialisan csokken.
Ebben a gazformaban a vibranium teljesen artalmatlan, semmiféle spontan tértorzité hatésa
nincs (ez a képessége csak a vulkaniak altal kifejlesztett warp-hajtomiiben nyilvanul meg, ha
pantagonittal keriil kémiai reakcioba). Pirx tehat egy latszolag kozonséges gazfelhs kiilsé ré-
tegében kezd korozni, arra iigyelve, nehogy valamelyik konkurens (vagy barati — olyan nehéz
Gket megkiilonboztetni!) civilizacio rategye a kezét a lelGhelyre.

Es ime — alig tett meg egy félkort a felh6 kozéppontja koriil, maris azt latja, hogy a felhé tilso
oldalan, vele pontosan szemben egy mésik tirhajo érkezik a végtelenbdl, fékez, majd pontosan
az ovével megegyez6 sugari korpéalyara all. Pirx minden miszerét az idegen hajora iranyitja
(természetesen csak passziv megfigyelésekre hagyatkozik, aktiv eszk6zok, pl. radar hasznalata
elarulnd az 6 hajojanak jelenlétét és koordinatait). A vibranium-gaz a lathato fény szamara
eléggé atlatszo, a vonatkozd Smith-Kovacs-Kuznyecov-elmélet szerint torésmutatoja csak a gaz
strtségétol fiigg. Pirx fejlett miszerei még a stird kozépponti tartoményon is atlatnak. A kép-
erny6n kirajzolodo idegen hajo meglehet&sen hasonlit Pirx sajat jar6rhajojara, a farrészen még

T stz
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— tanulta valaha Pirx az Urakadémian. Hat igen, a soros ellenség foderacios hajonak dlcazza
kémhajoit... Nézziik meg kozelebbr6l! — gondolja Pirx, és hajojat a felhG mélyebb rétegeibe
vezeti, gondolvan, ott gyorsabb keringéssel kozelebb keriilhet az idegenhez. Igen am, de alig
fel keringés utan azt veszi észre, hogy az idegen hajo is mélyebbre meriil a vibranium-felhébe,
majd pontosan ugyanakkora sugaru kérpalyara all, mint Pirx hajoja, pontosan vele atellenes
poz1cioban Nem enged kozelebb magahoz — gondolja Pirx. De nem hagyom! — és ijabb mand-

erbe kezd
fen JO sejtettetek A fenti forgatokonyv még negyvenegyszer megismétlGdik. Valahényszor

P1rx 1j, mas sugari korpalyara tér at, az idegen hajo félfordulat milva kdveti, és ugyanolyan
sugaru korpalyara all, mint Pirx, vele pontosan szemkozti helyzetben.

A negyvenkettedik sikertelen probalkozas utan (ennyit ir el§ a Galaxis Utikalauz és a Szolgélati
Szabélyzat) Pirx feladja a kilatastalan Grmacska—tregér harcot, és elhagyja a vibranium-felhét.
Fél fordulattal kés6bb ugyanezt teszi az idegen hajo is. Pirx az anyahajon jelentést tesz pa-
rancsnokdnak — az azonban bolondnak nézi, hiszen a flotta érzékeny miiszerei sok fényéves
korzetben nem jeleztek azonositatlan tirtevékenységet.

Egyel6re a jové titka, hogy melyik civilizacio fogja kiaknazni az 4j vibranium-lelhelyet, amint
az is, hogy mi lesz a habokosnak nyilvanitott Pirx tovabbi karrierjével. Tudomanyos szempont-
bol benniinket egyetlen kérdés érdekel: pontosan milyen formula szerint fiigg a vibranium-gaz
torésmutatoja a gaz strtiségétol?

(David Gyula)

\end{document}
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