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1. A fran
ia forradalom után a természettudományos eredményeket széles körben alkalmazták és

népszer¶sítették.

Ez még az új fran
ia zászló, a trikolór megtervezésekor is szempont volt. Lafayette két különböz®

változatát is megtervezte a zászlónak, amelyek 
sak a három színre jutó területek arányában

különböznek.

Egyik változatban a kék-fehér-vörös arány azonos, a másikban 30:33:37. Az ország hivatalos

zászlója különböz® id®szakokban egyik vagy másik volt, bár a haditengerészet mindig az utóbbit

részesítette el®nyben.

Adjunk kvalitatív magyarázatot az egyenl®tlen beosztás alkalmazásának el®nyeire! Vizsgáljuk

meg a kérdést kvantitatíven is!

(Gombköt® Ákos)

2. Az ELTE lágymányosi épületének Gömbaulája messze földön híres visszhangjáról.

Ha a terem közepe táján beszélünk, meglep®en er®sen halljuk a visszhangot. Ha pedig tapso-

lunk, periodikusan ismétl®dve halkuló visszhangokat hallunk. Naívul azt gondolnánk, hogy az

ismétl®dés periódusa azonos azzal az id®vel, ami alatt a hang a padló és a mennyezet közti

oda-vissza utat megteszi. Azonban a terem h ≈ 10,8 m magassága és a 344,7 m/s hangsebesség

alapján erre kb. 0,063 s értéket kapunk, ami nyilván túl gyakori ismétl®dés. Mérés nélkül is

megállapítható, hogy másodper
enként 4�5 körüli az ismétl®dések száma. Miért van ez így, és

pontosan mennyit kapunk a periódusid®re? A számításhoz jó tudni, hogy az aula mennyezete

gömbfelület, melynek sugara R ≈ 15,2 m, azaz a gömbfelület a padlóig folytatva se adna ki egy

félgömböt. A terem alapja persze sík. Taná
s: vizsgáljuk el®ször a függ®leges szimmetriatengely

közelében haladó hanghullámokat!

(Kaufmann Zoltán)
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3. A kis�ammal baktattunk a 
sömöri busz-végállomás felé, miközben esett az es®. Egy hosszú

lejt®n haladva azt láttuk, hogy a víz nem egyenletesen folyik, hanem nagyjából egyenl® id®kö-

zönként hullámok alakulnak ki, amik viszonylag gyorsan gördülnek le az aszfalton.

A hegy fel®l �korlátlan� volt a víz utánpótlása, így mi nem láttuk a hullámok kialakulását, 
sak

az eredményt észleltük. Egészen fantasztikus volt a jelenség szabályossága.

Miért alakulnak ki a hullámok? Milyen sebességgel haladnak? Mennyi id®nként követik egy-

mást?

(Ti
hy-Rá
s Éva észlelése alapján Ti
hy-Rá
s Ádám)

4. A statisztika nagyon sokszor használja pénzérme feldobását a szto
hasztikus folyamatok szem-

léltetésére. Kétségtelen hogy minden részletével együtt ez egy igazán bonyolult folyamat, de

bizonyos egyszer¶sít® feltételek mellett � vákuumkamrában, jól de�niált paraméterekkel történ®

gépi dobás � mégis bizonyos mértékig el®rejelezhet® a végeredmény.

Vizsgáljunk egy, a padló magasságából függ®legesen feldobott vékony, ki
siny sugarú érmét

(r ≫ z)!
Az érme a feldobás pillanatában vízszintes, síkmenti irányban helyezkedik el, megegyezéses

alapon a fej van felül. Az érme a talajról nem pattan el, közegellenállás nin
s, az r sugár elha-
nyagolhatóan ki
si az érme tömegközépponti mozgásához tartozó trajektória jellemz® hosszához

képest.

A dobás paramétereinek (sebesség, szögsebesség) függvényében írjuk fel, hogy mikor lesz a

dobás eredménye fej, és mikor írás! Fogalmazzuk meg kvalitatíven a véletlenszer¶ség feltételeit!

Adjunk meg fels® be
slést a |Pfej − 1/2| értékére vonatkozóan!
Hozzávet®legesen mekkora ez az érték egy valóságos pénzfeldobó-automatára?

(Gombköt® Ákos)

5. Kará
sony közeledtével itt-ott már megjelentek a fényl® díszgömbök. Ahol néhány ilyen gömb

egymás közelében található, ott többszörösen tükröz®dnek egymáson, és a tükörképekben sok-

sok fénypontként megjelenik a távolabbi lámpák szintén többszöri visszaver®dést szenvedett

fénye is. Vizsgáljuk az egyszer¶ség kedvéért azt az esetet, amikor két r sugarú gömböt he-

lyezünk egymástól d távolságra, a középpontjukat összeköt® egyenesre mer®leges irányCserból

világítjuk meg ®ket, és onnan is szemléljük! A lámpa és a meg�gyel® is legyen olyan messze,

hogy a lámpa fénye párhuzamos nyalábként kezelhet®. Hol lesznek a tükröz®désbeli fénypon-

tok, azaz mely fénysugarak ver®dnek vissza a megvilágítással ellentétes irányba n = 1, 2, 3,
stb. visszaver®dést követ®en? Van-e olyan fénysugár, amely elvileg a végtelenségig pattog a

két gömb között? Aszimptotikusan milyen sorozatot alkotnak a pontok az n → ∞ határeset-

ben, és kiszámolható-e analitikusan az aszimptotikus sorozat egyik paramétere? Ha numerikus

számításra van szükség, vizsgáljuk a d = 2r esetet!

(Kaufmann Zoltán)

6. Adjunk meg olyan 
entrális V (r) poten
iálokat, melyekben adott R rádiuszhoz tartozó pontból

ugyanakkora sebességgel, de különböz® irányokban elindított tömegpontok a következ® külön-

leges pályákat futhatják be:

a) Minden pálya ugyanabba a pontba, éspedig a kiindulópontnak a 
entrumra való tükrözésével

kapott pontba érkezik.

b) Minden pálya a 
entrumtól újból R távolságra érve egymással párhuzamos egyenesek mentén

távozik a végtelenbe. (A két esetre két különböz® poten
iál adandó meg, indokolással együtt,

s mindegyikben meghatározandó, milyen energia ill. kezd®sebesség irányok mellett valósulnak

meg a fenti pályák.)

(Györgyi Géza és Vigh Máté)
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7. Vizsgáljuk meg a következ®, ú.n. Norton-kupolán történ® mozgást.

Itt az r paraméter a 
sú
stól mért ívhossz. A 
sú
stól nem túl távol egy pontszer¶ test moz-

gásegyenlete r̈ =
√
r. Vezessük le ezt a mozgásegyenletet, és írjuk fel az általános megoldást

akkor, ha a t = 0 pillanatban a test a 
sú
son nyugalomban áll!

Filozófusok számos 
ikket írtak err®l a rendszerr®l. Fejtsük ki mi lehet ennek az oka! Mutassunk

rá legalább két különféle úton, hogy milyen módon is érvénytelenedik a modell, mint a valóság

leképezése!

Mutassuk meg, hogy egy ezzel ekvivalens rendszer minden különösebb kuriózum nélkül meg-

oldható!

Vizsgáljuk meg a Norton-kupola kvantumos változatát is, ahol a hullámfüggvény a felülethez

kötött! Írjuk fel a nulla impulzusmomentummal és épp akkora energiával rendelkez® energia-

sajátállapotot, ami klasszikusan éppen elegend® volna a 
sú
son nyugváshoz!

(Gombköt® Ákos)

8. Határozzuk meg az N egyforma golyóból álló, egyforma rugókkal összekötött, a két végén

szabad lineáris lán
 harmonikus rezgéseinek sajátfrekven
iáit!

(Ti
hy Géza)

9. Egy R sugarú gömbnek mind az északi, mind a déli féltekéje homogén tömegeloszlású, de a

tömegük különböz®, M1 és M2 6= M1. a) Mekkora munka árán lehet egy m tömeg¶ pontszer¶

testet az északi pólusról a déli pólusra vinni? b) Számítsuk ki a munkát a gömbfelület két

tetsz®leges pontja között! Csak a gömb gravitá
iós térét vegyük számításba!

(Cserti József)

10. A �gömbö
� elnevezés a homogén, konvex, egyetlen stabil és egyetlen instabil egyensúlyi hely-

zettel rendelkez® testeket jelöli. (Magyar matematikusok �Gömbö
� nev¶ találmánya nyomán.)

A gömbö
öt egy síkra helyezzük. Mit mondhatunk a stabil egyensúlyi helyzete körüli, kis kité-

réssel történ®, tisztán gördül® rezgés frekven
iájáról? Adjunk alsó és fels® korlátot rá!

(Gombköt® Ákos)

11. Kemény anyagok Young-moduluszának mérésére a következ® módszert találták ki. Két egyfor-

ma rudat függesztünk fel vízszintesen ingaként. Az egyik rudat kitérítjük, majd elengedjük.

Ezután a két rúd összeütközik, majd a másik tér ki. Egy elektromos órával mérjük azt az id®t,

amíg a két rúd érintkezik. Az érintkezés T idejéb®l és a rudak L hosszából, keresztmetszetéb®l,

valamint tömegéb®l határozzuk meg a Young-moduluszt!

(Ti
hy Géza)
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12. Egy rögzítettnek tekintett 
sillag körül bolygó kering a nagytengely¶, ε ex
entri
itású ellipszis-

pályán. Térjünk át a 
sillaghoz rögzített iner
iarendszerr®l egy másikra, amely az ellipszispálya

középpontjától a 
sillag irányába mozog állandó v = c ε sebességgel, ahol c a fény sebessége.

Milyen pályán mozog a bolygó az új koordináta-rendszerb®l nézve? Adjunk meg és ábrázoljuk

a pályamenti pozí
iót jellemz® koordinátát az új rendszerid® függvényében (vagy fordítva)!

Taná
s: a pálya paraméterezéséhez használjuk a 
sillagászok által kedvelt �ex
entrikus anomá-

lia� nev¶ mennyiséget!

(Dávid Gyula)

13. A klasszikus me
hanikán belül a konzervatív rendszereket tipikusan reverzibilisnek tekintjük.

Ugyanakkor ismert, hogy például az ideális gáz � amely a klasszikus me
hanika keretein belül

modellezhet® mindenfajta disszipá
ió nélkül �, látszólag irreverzibilisen viselkedik.

Tekintsünk egy hasonló rendszert!

Legyen egy kiválasztott harmonikus osz
illátorunk, amely N darab osz
illátorból álló környe-

zethez van lineárisan 
satolva. A sajátfrekven
iák tisztán valósak tetsz®legesen nagy N esetén.

Jelöljük a kiválasztott osz
illátor kitérését X-el, a környezetet alkotó rezgési módusokat pedig

jellemezzük xi-vel, ahol az index megszámlálható N esetén az adott módust jelöli. Meg nem

számlálható N esetén xi természetesen kitérés-s¶r¶ség értelm¶ mennyiség.

A kontinuum-számosságú N módus esete spe
iális, gyenge 
satolás esetén egyszer¶ megoldás

is megadható. A Lagrange-függvény ekkor felírható mint

L =
m0

2
(Ẋ2 − ω2

0X
2) +

∫ ∞

0

ρ(ω)

2
(ẋi

2 − ω2x2i )dω −X

∫ ∞

0

Cixidω,

ahol a környezet széles frekven
iatartományba es® osz
illátorokból áll, ρ(ω) a tömeggel sú-

lyozott állapots¶r¶ség, C(ω) ≪ ρ(ω)ω2
pedig az osz
illátor-környezet 
satolási állandójával

súlyozott állapots¶r¶ség. Mit mondhatunk a sajátfrekven
iákról?

Határozza meg az X id®függését, és a rá vonatkozó e�ektív di�eren
iálegyenletet a fenti rend-

szerben!

Az irodalomban fellelhet® de�ní
iók alapján jellemezze a rendszert! Eleget tesz-e a konzervatív

rendszerek de�ní
iójának? Eleget tesz-e a disszipatív rendszerek de�ní
iójának?

(Gombköt® Ákos)

14. 190 éve halt meg Ernst Chladni (https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Chladni), aki 
sodála-

tos mintázatokat tudott varázsolni egy homokkal beszórt lemezre egy heged¶vonóval. Vajon egy

el®re megadott tetsz®leges rajzolatot is el® lehet állítani egy megrezgetett lemezen? Ha igen

próbáljuk meg pl. CHLADNI nevét kirajzoltatni egy szimulá
ióban (vagy akár kísérleti megva-

lósításban)! A lemezt modellezhetjük ideális membránnal, �x vagy szabad peremfeltételekkel.

Ha nem 
sak a 
somópontokat �gyeljük, hanem egy id®pontban a teljes amplitúdó értékeket,

akár szürkeárnyalatos képet, pl. Chladni ar
képét is ki lehet rajzoltatni? Ha tetsz®leges kép

nem rajzolható ki, indokoljuk a limitá
iókat!

(Csabai István)

15. Vékony, kis r sugarú kapilláris 
sövet helyezünk függ®legesen egy nagyon kis viszkozitású fo-

lyadék felületére úgy, hogy éppen létrejöjjön az érintkezés.

A viszkozitásra teljesül, hogy η ≪ gρ3/2r5/2γ−1/2
, ahol g a nehézségi gyorsulás, ρ a folyadék

s¶r¶sége, r a 
s® bels® sugara, γ a felületi feszültség.

A folyadékot nedvesít®nek feltételezhetjük, a meniszkusz magasságát lényegében azonosíthatjuk

a folyadékoszlop magasságával.

Határozzuk meg a meniszkusz magasságát jellemz® egydimenziós dinamikát! Mekkora lesz a

folyadékoszlop maximális magasságának és egyensúlyi magasságának aránya?

(Gombköt® Ákos)
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16. Egy szabályos tetraéder 
sú
saiban egyforma pontszer¶ töltések vannak rögzítve. A tetraéder

középpontjában egy ki
siny, de véges tömeg¶ töltött test van, ami egy egyenes mentén súrló-

dásmentesen mozoghat.

Ha a középs® testet ki
siny A távolsággal kitérítjük és elengedjük, a kialakuló rezgés periódus-

ideje T (A) lesz. Mekkora lesz a kétszeres kitérítéshez tartozó T (2A) periódusid®?

(Gnädig Péter)

17. Egy elhanyagolható vastagságú végtelen kiterjedés¶ fémlapot két σ1 és σ2 vezet®képesség¶ félsík

tökéletes összeillesztésével kaptunk meg. Határozzuk meg a rendszer tetsz®leges négy pontja

(A, B, C, D) között a négyesellenállás értékét: RAB,CD = VCD

IAB
, ahol VCD a C és D pontok

között mért feszültségkülönbség, IAB pedig az A ponton befolyó, illetve a B ponton kimen®

áram értéke!

(Cserti József és Szé
henyi Gábor)

18. A szív bal kamrájában a vérnyomás közelít®en periodikusan ingadozik. Ugyanakkor, bár a szív-

izmok m¶ködése periodikus, a vérellátásnak gyakorlatilag folyamatosnak kell lennie. Modellez-

zük a véráramlást egy sorba kötött szív�aorta�ér rendszerrel! Az aorta egy rugalmas kamrának

vehet®, az erek R hidrodinamikai ellenállásúak. Számítsuk ki az erek végén megjelen® térfogati

áram id®függését, ha a szívb®l I(t) = I0 sin
2 ωt áram jön ki! (Taná
s: legyünk kritikusak a

szakirodalommal szemben!)

(Gombköt® Ákos)

19. Az iskolában azt tanultuk, hogy a 
sokinyuszinak el®ször a füle olvad el a melegben, mert kiáll

a testb®l. Egy egyszer¶sített esetben numerikus modellezéssel ellen®rizzük, hogy igaz-e ez! Ve-

gyünk egy r sugarú és h hosszúságú hengert, amely −10◦C h®mérséklet¶ (homogén) vízjégb®l

van (jég
sap)! A henger a Nemzetközi �rállomáson lebeg a leveg®ben, nem ér hozzá semmihez

a leveg®n kívül. Nem éri h®sugárzás; 
sak a vele érintkez® leveg® melegíti, melynek h®mér-

séklete +20◦C, térfogata végtelen nagynak tekinthet®, és nem mozog. Állapítsuk meg, hogy r
es h milyen értekei eseten lesz a jég
sap olvadása során a két vége �hegyes�, és mikor kapunk

�éles� perem¶ korongot � ha ezek a formák egyáltalán el®fordulnak! Ennek megállapításához

de�niáljuk értelmesen, de megfelel®en pre
ízen a �hegyes� és �éles� kategóriákat! Milyen más

kvalitatív formák alakulnak ki az olvadás során?

(Veres Gábor)

20. Hányszorosára n® a megvilágítás er®ssége egy fehér felületen (a szemünkkel érzékelve), ha a

halogén lámpa wolfram szála 2700 K helyett 3000 K-en izzik? Hányszorosára javul a hatásfok?

(Sánta Imre)

21. Vizsgáljuk meg egy negatív törésmutatójú lapos, d vastagságú anyagréteg képalkotását! Rea-

lisztikus esetekre be
süljük meg a kromatikus aberrá
ió mértékét! Hogyan 
sökkenthetnénk a

rendszer kromatikus aberrá
ióját korrek
iós len
sék nélkül?

(Gombköt® Ákos)
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22. Számos szovjet és amerikai Hold-program során vittek fényt visszaver®, retrore�ektor egysége-

ket a Holdra. Ezek közül a legnagyobbat (kb. 0,68 m2
) az Apolló-15 útja során helyezték el,

közel mer®legesen a Föld irányára. A retrore�ektor 300 db 38 mm átmér®j¶ egyedi sarokpriz-

mából áll. A Földön 1 J energiájú, Q-kap
solt (10 ns félértékszélesség¶), TEM00 módusú, 3

mm átmér®j¶ rubin lézernyalábot egy 3 m átmér®j¶ teleszkópba vezetve kitágítjuk és a nyaláb

középpontját kell®en pontosan a retrore�ektorra irányítjuk. Mekkora lesz a visszavert nyaláb

a Földön? Hány foton érkezik vissza ugyanannak a teleszkópnak a fókuszpontjába 2,5 s alatt a

lézer fényéb®l, és milyen id®beli eloszlással?

(Sánta Imre)

23. Az elektron fajlagos töltésének meghatározására egy kisméret¶ katódsugár
sövet használunk.

Az elektronokat az eltérít® elektródák el®tt gyorsítjuk, az elektródák átlagpoten
iálja azonos az

utolsó gyorsító anód poten
iáljával. A gyorsítófeszültség Ua = 1,15 kV. Az elektronok a gyorsító
térb®l egy nagyon kis lyukon lépnek ki, de még nem fókuszáltak, az erny®n 
entiméternyi foltot

hagynának. A felgyorsított elektronokat a katódsugár
s®vel azonos tengely¶, áramjárta teker
s

hosszanti mágneses térével fókuszáljuk. Az eltérít® lemezkék hossza x1 = 23,45 mm, az utolsó

anód és az erny® közötti távolság pedig x2 = 234 mm. A tankönyvek hibásan kondenzátornak

nevezik az eltérít® lemezeket, párhuzamosaknak rajzolják ®ket, pedig elvileg nem is lehetnek

párhuzamosak, de kondenzátorok mégannyira sem! A teker
s további fontosabb konstruk
iós

adatai: L = 450 mm, átmér®je D = 49,5 mm, a huzal átmér®je (a szigeteléssel együtt) d = 0,35
mm. A meneteket szorosan egymás mellé teker
selték. Feltételezzük, hogy a katódsugár
s®ben

nin
senek ferromágneses alkatrészek. Az e/m érték meghatározása 
sak akkor lehetséges, ha az

elektronokat fókuszálni tudjuk a képerny®re, ugyanis 
sak ekkor következtethetünk a szanaszét

induló elektronok pályáira. A meghatározáskor a teker
sen átfolyó áram er®sségét I = 0-tól
kiindulva egyenletesen növeljük. A készülék megépítésének tervezésekor az elektron fajlagos

töltését ismertnek tekintjük. Számítsuk ki az elektron sebességét a képerny®be való be
sapódás

el®tt! Határozzuk meg a mágneses induk
iónak azt a minimális Bmin értékét és az azt létrehozó

Imin áramer®sséget, amelynél el®ször kapunk fókuszált elektronnyalábot az erny®n!

Segítség : A mostani ®sz egyik napos délutánján elmentünk egy krigli sörre egyik �zikus kollé-

gámmal. Szerettük volna megbeszélni ezt az Ortvay-versenyre ajánlott feladatot. Elindultunk.

Megnéztem az órámat, 17:01:02-kor léptünk ki az iskolából, én az egyenes úton sétálva men-

tem, neki valamilyen elintéznivalója volt, így különböz® utakon, de egyszerre érkeztünk a Körös

jobb partján lev® söröz®be, pontosan 17:18:19-kor. Rájöttünk, hogy a feladat sokkal egyszer¶bb,

mint gondoltuk, ezért inkább a kísérletes �zikatanítás lehet®ségeir®l beszélgettünk.

(Bartos-Elekes István)

24. Tekintsünk két radioaktív atomot, melyek közül az egyik [t, t+ dt] és a másik [s, s+ ds] id®in-
tervallumban

N exp (−as− bt− c
√
st)dsdt, a, b > 0, c ∈ R

valószín¶séggel bomlik. Határozzuk meg analitikusan felírt alakban a valószín¶ségi s¶r¶ség-

függvényhez tartozó N normálási faktort, ha az 
sak az els® síknegyedben van értelmezve!

Ábrázoljuk általunk választott paraméterek mellett annak valószín¶ségét T ∈ [0, 100] id®in-
tervallumban, hogy mindkét atom elbomlik T id® alatt! Határozzuk meg általunk választott

paraméterek mellett numerikusan annak közelít® valószín¶ségét, hogy az egyik atom el®bb bom-

lik el, mint a másik! Adjuk meg analitikusan felírt alakban annak várható értékét és szórását,

hogy mennyi id® alatt bomlik el az egyik, illetve a másik atom!

(Csirik Mihály, Homa Gábor, Lisztes László)
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25. A (klasszikus és a relativisztikus) elektrodinamikában a pontszer¶ része
skék és az elektromág-

neses mez® 
satolását egy skaláris 
satolási állandó, az elektromos töltés segítségével írjuk le.

Vizsgáljuk meg ehelyett azt az esetet, amikor a 
satolást egy antiszimmetrikus µkl négyestenzort

alkotó 
satolási állandók valósítják meg! Írjuk fel a része
ske és a vákuumbeli elektromágneses

mez® teljes hatásintegrálját a 
satolási tenzor felhasználásával felírt új tagokkal kiegészítve!

(Ha a 
satolási tenzor komponenseit önálló dinamikai szabadsági fokoknak tekintjük, a ha-

tásintegrált kiegészíthetjük e mennyiség saját dinamikáját leíró taggal is, melynek kovariáns

Lagrange-függvénye µ̇kl µ̇
kl/2 alakú, ahol a pont a sajátid® szerinti deriváltat jelöli.)

Vezessük le a része
ske mozgásegyenletét, valamint a µkl négyestenzor dinamikájára vonatkozó

egyenletek és a Maxwell-egyenletek új alakját! Írjuk át a kovariáns egyenleteket hármas jelölés-

módba! (Javaslat : a antiszimmetrikus µkl négyestenzort két háromdimenziós vektorral, p-vel
és m-vel jellemezhetjük.) Keressünk megmaradási tételeket a rendszer szimmetriái alapján!

(Dávid Gyula)

26. Tegyük fel, hogy ismerjük a �kozmológiai elvet�, és ennek tudatában keressük az egész teret

kitölt®, táguló anyag sebességmez®jét!

Nemrelativisztikus esetben az (általánosított, elliptikus) Hubble-típusú önhasonló sebesség-

mez®nek (vx(r, t)=Hx(t)rx, vy(r, t)=Hy(t)ry, vz(r, t)=Hz(t)rz, ahol Hk(t) tetsz®leges id®függ-

vények) megvan az a kellemes tulajdonsága, hogy teljesíti a kozmológiai elvet: minden t id®re
és r helyvektorra igaz, hogy ha az adott t id®pillanatban egy meg�gyel® átül egy adott r pontba,
és a sebességmez® ottani értékével, v(r, t)-vel mozog, akkor (a Galilei-transzformá
ió képletei

szerint) pillanatnyilag éppen olyan sebességmez®j¶ tágulást lát maga körül, mint amilyet az

origóban ül® meg�gyel®.

Keressük meg a legáltalánosabb olyan v(r, t) sebességmez®-kifejezést, amely ezt a tulajdonsá-

got a spe
iális relativisztikus kinematika, azaz a Lorentz-transzformá
ió esetére általánosítja!

Ilyenkor van némi szabadságunk abban, hogy az origóban melyik id®pillanatra követeljük meg,

hogy ugyanolyan legyen a sebességmez®, mint amit a tágulással együtt mozgó meg�gyel® lát.

Próbálkozhatunk három lehet®séggel is: a két id®pillanat legyen egyidej¶ 1) a nyugvó rendszer-

ben, 2) a mozgó meg�gyel® rendszerében, vagy 3) igazságosan: abban a rendszerben, amelyhez

képest az origó és a mozgó meg�gyel® egyforma sebességgel távolodik. (Megelégedhetünk a

gömbszimmetrikus eset, v(r, t) = r · f(|r|, t) tanulmányozásával, valamint feltehetjük, hogy az

origóban v=0.)
(Nagy Márton)

27. A Föld körül különböz® sugarú körpályákon m¶holdak keringenek. Az egyszer¶ség kedvéért

most 
sak az Egyenlít® síkjában kering® szatellitokkal foglalkozunk. A m¶holdak fedélzetén

pontos id®mér® berendezéseket helyezünk el. Ezek érzékenysége lehet®vé teszi, hogy a spe
iális

relativitáselméletb®l adódó id®dilatá
iós e�ektusokat, valamint az általános relativitáselmé-

letb®l adódó gravitá
iós vöröseltolódás id®torzító hatását is kimérhessék. Van-e a különböz®

sugarú egyenlít®i körpályákon kering® m¶holdak között olyan, amelynek sajátidejét mér® órája

pontosan szinkronban jár a m¶hold alatt a Föld felszínén (az Egyenlít®n) tartózkodó meg�gye-

l®k órájával? Ha van ilyen, milyen magasan kering ez a m¶hold? (Fejezzük ki pályája sugarát

a Föld sugarának többszöröseként, és adjuk meg km-ben is!) Mekkora számszer¶ különbséget

okoz az eredményben a Föld forgásának elhanyagolása, illetve �gyelembe vétele? A számítások

során a Földet pontosan gömb alakúnak tekinthetjük.

(Dávid Gyula)

28. Nemrelativisztikus pontszer¶ töltés mozog id®független küls® mágneses mez®ben, mely z-

irányban eltolásinvariáns. A része
ske (x̂, ŷ, ẑ) ≡ ~̂r = ~r· helyoperátorához kanonikusan konju-

gált impulzus operátorának reprezentá
iója legyen

~̂p = −i~∇+ q ~A, ahol ~A a vektorpoten
iál, q
pedig a része
ske töltése (~ = c = 1). Milyen feltételek mellett ábrázolódnak a fenti operátorok-

kal a kanonikus kommutá
iós relá
iók? Mutassuk meg, hogy a várakozásokkal ellentétben ezen

feltételek mellett is létezik egy olyan egyszer¶, nemtriviális rendszer, melyben a fenti ábrázolás

nem s
hrödingeri, azaz nem létezik olyan Û unitér operátor, melyre Û †~̂pÛ = −i~∇!

(Fej®s Gergely)
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29. Vizsgáljuk egy homogén

~B = (0, 0, B0) mágneses térbe helyezett lokalizált elektron spinjét! A

spint leíró Hamilton-operátor Ĥ = −1
2
gµB

~B · ~̂σ, ahol g = 2, µB a Bohr-magneton, ~̂σ pedig a

spint reprezentáló három Pauli-mátrix vektora. Kezdetben a spin alapállapotban van, azaz a

~p = 〈ψ|~̂σ|ψ〉 polarizá
ióvektor a z irányba mutat. Próbáljuk meg megforgatni a spint úgy, hogy

a mágneses tér vektorát egyenletes szögsebességgel egyszer körbeforgatjuk az xz síkban: ~B(t) =
B0 (sin(2πft), 0, cos(2πft))! A mágneses tér körbeforgatása után, azaz a t = 1/f id®pontban,

megmérjük a spin z komponensét. Mi a valószín¶sége, hogy +1-et mérünk, P+(B0, f) = ?
Próbáljuk számolás nélkül megsejteni az eredményt az f → 0 és az f → ∞ határesetekben!

Ábrázoljuk a P+(f) függvényt a B0 = 1 Tesla esetben, az f ∈ [0; 100GHz] intervallumon!

Ábrázoljuk a polarizá
ióvektor trajektóriáját az f ∈ {0,1; 1,0; 10,0; 100,0} GHz esetekben!

(Pályi András)

30. Egy két s = 1/2 spin¶ objektumból álló összetett kvantumme
hanikai rendszer Ĥ0 Hamilton-

operátora a t < 0 intervallumban nem függ a spinváltozótól. A t = 0 id®pillanatban azonban

valamely pillanatszer¶ küls® változás hatására hozzáadódik egy

Ĥ ′ =
4∆

~2
(S1 S2)

alakú spinfügg® tag, amely a továbbiakban (a t > 0 intervallumban) változatlan marad.

Tegyük fel, hogy a vizsgált rendszer t ≤ 0 esetén a

|+−〉 = |1, 0〉+ |0, 0〉√
2

állapotban van!

A Ĥ ′
köl
sönhatást perturbá
iónak tekintve határozzuk meg els® rendben annak valószín¶ségét,

hogy a rendszer id®fejl®dése során végül a |++〉, | −+〉 vagy a | −−〉 állapotok valamelyikébe

jut!

Ha a kapott eredmény nem meggy®z® (Tipp: lehet, hogy nem az. . . ), végezzünk pontosabb

számítást, majd ennek tükrében magyarázzuk meg az egyszer¶ naiv közelítés hiányosságainak

okait!

(Magyar Péter)

31. Tekintsük a következ® S = 2 spin-hullámfüggvényt:

|ψ〉 = |2〉 − |2̄〉√
2

,

ahol a |2〉 és |2̄〉 az Sz
spin-operátor +2 és −2 sajátérték¶ sajátállapotai!

a) Mik a S = (Sx, Sy, Sz) spin-operátorok várható értékei? Mutassuk meg, hogy a |ψ〉 állapot
id®tükrözésre invariáns!

b) Milyen SO(3) forgatások transzformálják a |ψ〉 állapotot saját magára (egy fázis erejéig)?

Mutassuk meg, hogy ezek a forgatások a D4 diéder-
soporttal izomorf 
soportot alkotnak!

Mekkora Berry-fázist szednek össze a hullámfüggvények a forgatások során? Segítségül keressük

meg azokat az n̂ = (nx, ny, nz) irányokat (n̂ egységvektor), amelyekre 〈n̂|ψ〉 = 0, ahol az |n̂〉
spin-koherens állapot de�ní
iója: (n̂ · S)|n̂〉 = 2|n̂〉.

) Mi a tetsz®legesen elforgatott |ψ〉 hullámfüggvények paramétertere? Hogy viszonyul a Berry-

fázis a paramétertér fundamentális (els® homotópia-) 
soportjához?

(Pen
 Karlo)
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32. Tekintsünk egy olyan kvantumme
hanikai rendszert, amelynek Hamilton-operátora két (E+ =
~ω és E− = −~ω) sajátértékkel és a hozzájuk tartozó (normált) |+〉 és |−〉 sajátállapotokkal
rendelkezik. Tegyük fel, hogy a rendszert a t = 0 id®pontban a

|ψ0〉 =
1

2
|+〉+

√

3

4
|−〉

állapotban preparáltuk!

Tekintsünk még egy, a fenti rendszerhez tartozó valamely Â meg�gyelhet® mennyiséget, amely-

nek két sajátértéke a és b, a hozzájuk tartozó sajátállapotok pedig

|a〉 = |+〉+ |−〉√
2

, |b〉 = |+〉 − |−〉√
2

.

Vizsgáljuk meg az alábbi két esetet:

a) A rendszer t = 0-tól valamely tetsz®leges t = 2T -ig magára hagyva fejl®dik az id®ben. Ekkor

a rendszeren egy �zikus megméri az Â mennyiséget. Milyen valószín¶séggel kapja a mérés

kimeneteleként az a értéket?

b) A következ®, meger®sít® kísérletben a rendszer annak rendje s módja szerint el®ször egy

ideig ismét 
sak fejl®dik magára hagyva az id®ben. Azonban a mérést végz® �zikus t = T -kor
egy váratlan mobilhívást kap, és ijedtében véletlenül megnyomja az Â-t mér® Enter gombot. Se

id®, se lehet®ség az egész mérés újrakezdésére. A �zikus jobb híján úgy dönt, hogy NEM olvassa

le a kapott értéket, remélve, hogy így nem következik be a hullámfüggvény összeomlása, ezért

az elkövetett hiba nem befolyásolt semmit. Ezután hagyja a rendszert tovább fejl®dni t = 2T -
ig, amikor ismét megméri Â-t, és megkönnyebbülve kiszámítja az a sajátérték észlelésének

valószín¶ségét.

Hasonlítsuk össze a két esetet, és döntsük el: Vajon helyrehozta-e a mérés során elkövetett

hibáját eme képzelt kollégánk?

(Magyar Péter)

33. Jól ismert probléma a kvantumme
hanikában, hogy sem az impulzus-sajátállapotok, sem a

helyzet-sajátállapotok nem elemei a Hilbert-térnek, ezért bázisként való alkalmazásuk nem

triviális. Az energia-sajátállapotok ugyan teljes bázist alkotnak, ám az el®z®ekkel ellentétben

nem �a priori adottak�, meghatározásuk sokszor nem egyszer¶.

Bizonyos szempontból kielégít®bb lehet, ha egy �gyakorlatilag eleve adott�, Hilbert-térbeli bá-

zist használunk. Ilyen pedig van, például a koherens-állapotokra vonatkozóan.

Válasszuk ki koherens állapotok egy teljes, minimális rendszerét!

Vizsgáljuk meg a harmonikus osz
illátort ilyen koherens bázisban! Fejtsük ki a szám- (egyben

energia-) sajátállapotokat, majd ellen®rizzük az eredményt numerikusan is!

(Gombköt® Ákos)

34. Egy háromkomponens¶ hullámfüggvénnyel leírható kvantumrésze
ske Hamilton-operátora

Ĥ =
p2

2m
Î +

~ω

p2
p ◦ p,

ahol m és ω pozitív paraméterek, Î a 3 × 3-as egységmátrix, p a része
ske impulzusoperátora,

a ◦ jel pedig a diadikus szorzást jelöli.

Számítsuk ki Heisenberg-képben a része
ske x(t) helyoperátorát az id® függvényeként! Határoz-
zuk meg egy adott (pl. Gauss-görbe alakú) kezd®állapot esetén a helyoperátor várható értékét

az id® függvényében! Értelmezzük az eredményeket!

(Dávid Gyula)
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35. A �Szurikáta� mély¶ri ¶rbázis N ¶rállomásból áll, melyek egy szabályos N-sokszög sarkain,

egymáshoz képest mozdulatlanul helyezkednek el. Az ¶rállomásokon dolgozó kutatók � mint

a szurikáták a természetben � állandóan �gyelik a környezetüket, minél több adatot igyekez-

nek begy¶jteni. Többek közt folyamatosan meg�gyelik a sokszög közepén nyugalomban lév®

hidrogénatom színképét is. Egy napon a hirtelen jött �kozmikus vihar� mindegyik ¶rállomást

egyforma Q töltésre tölti fel. Legalábbis erre következtetnek a kutatók, miután azt tapasztal-

ják, hogy a meg�gyelt központi hidrogénatom megszokott színképvonalai részben eltolódtak,

másrészt újabbak jelentek meg, mintha az ismert vonalak felhasadtak volna. Kövessük a tu-

dósok gondolatmenetét! Határozzuk meg N = 42 sokszögre a hidrogénatom p, d, f pályáihoz

tartozó színképvonalak felhasadását! Ki lehet-e számítani ezek alapján a Q töltés nagyságát?

Hogyan függ a színképvonalak helye az N értékét®l? Miért különleges az N = 4 eset? Tanulmá-

nyozzuk azt az esetet, amikor N → ∞ és közben az NQ szorzat állandó! A számítások során

feltételezhetjük, hogy a hidrogénatom elegend®en messze van az ¶rállomásoktól.

Számítsuk ki, hogy 100 km átmér®j¶ ¶rbázis esetén mekkora Q töltés okoz a hiper�nom felha-

sadással vagy a Lamb-e�ektussal összemérhet® hatást! Hogyan tolódnak el a színképvonalak, ha

a Q töltés¶ ¶rállomások lassan együtt forognak a sokszög közepén átmen®, a síkjára mer®leges

tengely körül?

(Cserti József)

36. Extrém rövid fényimpulzusok el®állítása az ú.n. magas felharmonikus keltés segítségével törté-

nik. Sokáig kizárólag klasszikus/szemiklasszikus modelleken belül sikerült modellezni a folyamat

végeredményét. A folyamat sok fontos tulajdonságát azonban 
sak egy megfelel®bb kvantumos

modellen keresztül lehet igazán megragadni.

Tekintsük a lehet® legegyszer¶bb modellt, amelyikt®l realisztikusan elvárható, hogy visszaadja

a magas felharmonikus keltés sajátosságait! Vegyünk egy kétszintes rendszert, amely lineárisan


satolódik végtelen sok elektromágneses módushoz, és amelyik egy rövid, er®s, klasszikusnak

vehet® lézerimpulzussal hat köl
sön!

A modell felállításakor, és bizonyos további megfontolásokhoz hivatkozni lehet az alábbi 
ikkre:

(https://arxiv.org/abs/1605.01087)

Adjunk analitikus be
slést a fotonszámok várható értékének id®függésére! A megoldás vonat-

kozhat általános gerjeszt® impulzusra, vagy azok spe
iális formájára is. A kezdeti feltételeket

tetsz®legesen rögzíthetjük.

(Gombköt® Ákos)

37. Tekintsük négy tömegpontnak a következ® módon hierar
hikus rendszerét: két 
sillagtömeg¶

(m1 = m2 = 10M⊙) és két szupermasszív fekete lyukat (m3 = m4 = 1010M⊙), ahol m1 and m2

egy ain-sugarú körpályán kering a közös tömegközéppontja körül, a tömegközéppontjuk pedig

egy aout-sugarú körpályán kering a szupermasszív feketelyuk-kett®s körül, ahol aout ≫ ain.
Nevezzük a két körpályát bels® és küls® orbitnak. A szupermasszív kett®s szepará
iója R, ahol
R ≪ aout.
a) Adjunk nagyságrendi be
slést arra, hogy mekkora lehet a bels® és küls® orbitok sugarainak

ain/aout aránya ahhoz, hogy ez a kon�gurá
ió stabil legyen a szupermasszív feketelyuk-kett®s

árapályerejével szemben!

b) Tegyük fel, hogy a szupermasszív feketelyuk-kett®s hirtelen összeolvad, és tömegének ε =
10%-át kibo
sájtja gravitá
iós hullámok formájában! Hogyan változik a bels® és küls® orbit fél

nagytengelye és ex
entri
itása?


) Szét tudják-e szakítani a gravitá
iós hullámok az eredetileg stabil bels® vagy küls® orbitot

az ε és ain/aout parametéterek tetsz®leges értéke esetén? Ha igen, milyen paraméterek esetén

repül szét a bels® vagy a küls® orbit?

Használjunk klasszikus nem-relativisztikus �zikát a számításokhoz, tehát az ain és aout legyenek
sokkal nagyobbak, mint a fekete lyukak horizontjai!

(Ko
sis Ben
e)
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38. A LIGO és a VIRGO gravitá
ióshullám-felfedezéseivel egy új ablak nyílt az Univerzumra. Min-

den eddig felfedezett forrás esetén a gravitá
iós hullám frekven
iája és amplitúdója id®ben n®tt,

amíg a gravitá
iós hullámokat kibo
sájtó kett®s össze nem ütközött. Körpályás esetben a dimen-

ziótlan gravitá
iós hullám amplitudó körülbelül így adható meg: h = (32/5)1/2G2Mµ/(c4rD),
aholM = m1+m2 és µ = m1m2/M az össz- és redukált tömegek, r, és D a keringési sugár és a

forrástól vett távolság, a gravitá
iós hullám frekven
iája pedig a keringési frekven
ia kétszerese.

A vezet® rend¶ közelítésben az ütköz® kett®s kepleri ex
entrikus pályán mozog, aminek a fél

nagytengelye és ex
entritása lassan változik a gravitá
iós hullám emisszió miatt:

da

dt
= −64

5

G2µM2

c5a3
F (e),

de

dt
= −304

15
e
G2µM2

c5a4
H(e),

ahol F (e) = [1 + (73/24)e2 + (37/96)e4]/(1 − e2)7/2 és H(e) = [1 + (121/304)e2]/(1 − e2)5/2.
A kepleri keringési frekven
ia és a gravitá
iós hullám frekven
iája tehát izolált kett®sök esetén

id®ben n®.

A LIGO és a VIRGO váratlan asztro�zikai forrásokból is keres gravitá
iós hullámokat.

Lehetséges-e, hogy egy tömegpontokból álló rendszer által kisugárzott gravitá
iós hullámok

frekven
iája a korábbi forrásokkal ellentétben 
sökken az id® függvényében? Egy ilyen kon�-

gurá
ióban hogyan függnek az id®t®l a rendszer pályaelemei?

Végezzünk egyszer¶ vezet® rend¶ számításokat newtoni nem-relativisztikus �zikával, ahol lehet!

(Ko
sis Ben
e)

39. 45 éve halt meg Mauritz Cornelis Es
her, akinek képeit képeit sok tudós kedveli. Vizsgáljuk meg

a Cir
le limit IV képe (http://www.m
es
her.
om/gallery/re
ognition-su

ess/
ir
le-limit-iv/)

szerinti elrendezés¶ Ising-modell viselkedését ferromágneses és anti-ferromágneses 
satolással,

és hasonlítsuk össze a sima 2D négyzetrá
s modellel! Vizsgáljuk meg, van-e fázisátalakulás, ha

igen milyen h®mérsékleten, illetve elemezzük a végesméret-e�ektus hatását!

(Csabai István)

40. Pirx pilóta jár®rhajójával egy vibránium-felh® peremvidékén kering, ahol a ritka gázban még a

súrlódás is elhanyagolható. Mint tudjuk, a vibránium feltétlenül szükséges a fénynél gyorsabb

közlekedést lehet®vé tev® warp-hajóm¶ kifejlesztéséhez. Mindazonáltal az Ismert �rben nagyon

kis mennyiségben fordul el® � nem 
soda, ha az intelligens ¶rhajózó 
ivilizá
iók kiélezett ver-

senyt folytatnak a ritka vibránium-források megszerzéséért.

És most itt ez az új lel®hely � egy egész bolygónyi (nagyjából a Föld tömegével megegye-

z® mennyiség¶) tiszta vibránium-gázfelh®, amely az els® mérések szerint gömbszimmetrikusan

oszlik el, s¶r¶sége a középponti atommags¶r¶ségt®l radiális irányban exponen
iálisan 
sökken.

Ebben a gázformában a vibránium teljesen ártalmatlan, semmiféle spontán tértorzító hatása

nin
s (ez a képessége 
sak a vulkániak által kifejlesztett warp-hajtóm¶ben nyilvánul meg, ha

pantagonittal kerül kémiai reak
ióba). Pirx tehát egy látszólag közönséges gázfelh® küls® ré-

tegében kezd körözni, arra ügyelve, nehogy valamelyik konkurens (vagy baráti � olyan nehéz

®ket megkülönböztetni!) 
ivilizá
ió rátegye a kezét a lel®helyre.

És íme � alig tett meg egy félkört a felh® középpontja körül, máris azt látja, hogy a felh® túlsó

oldalán, vele pontosan szemben egy másik ¶rhajó érkezik a végtelenb®l, fékez, majd pontosan

az övével megegyez® sugarú körpályára áll. Pirx minden m¶szerét az idegen hajóra irányítja

(természetesen 
sak passzív meg�gyelésekre hagyatkozik, aktív eszközök, pl. radar használata

elárulná az ® hajójának jelenlétét és koordinátáit). A vibránium-gáz a látható fény számára

eléggé átlátszó, a vonatkozó Smith�Ková
s�Kuznye
ov-elmélet szerint törésmutatója 
sak a gáz

s¶r¶ségét®l függ. Pirx fejlett m¶szerei még a s¶r¶ középponti tartományon is átlátnak. A kép-

erny®n kirajzolódó idegen hajó meglehet®sen hasonlít Pirx saját jár®rhajójára, a farrészen még

a Bolygók Egyesült Föderá
iójának felségjele is felismerhet®. Az a gyanús, ami nem gyanús!
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� tanulta valaha Pirx az �rakadémián. Hát igen, a soros ellenség föderá
iós hajónak ál
ázza

kémhajóit... Nézzük meg közelebbr®l! � gondolja Pirx, és hajóját a felh® mélyebb rétegeibe

vezeti, gondolván, ott gyorsabb keringéssel közelebb kerülhet az idegenhez. Igen ám, de alig

fél keringés után azt veszi észre, hogy az idegen hajó is mélyebbre merül a vibránium-felh®be,

majd pontosan ugyanakkora sugarú körpályára áll, mint Pirx hajója, pontosan vele átellenes

pozí
ióban. Nem enged közelebb magához � gondolja Pirx. De nem hagyom! � és újabb man®-

verbe kezd.

Igen, jól sejtettétek. A fenti forgatókönyv még negyvenegyszer megismétl®dik. Valahányszor

Pirx új, más sugarú körpályára tér át, az idegen hajó félfordulat múlva követi, és ugyanolyan

sugarú körpályára áll, mint Pirx, vele pontosan szemközti helyzetben.

A negyvenkettedik sikertelen próbálkozás után (ennyit ír el® a Galaxis Útikalauz és a Szolgálati

Szabályzat) Pirx feladja a kilátástalan ¶rma
ska�¶regér har
ot, és elhagyja a vibránium-felh®t.

Fél fordulattal kés®bb ugyanezt teszi az idegen hajó is. Pirx az anyahajón jelentést tesz pa-

ran
snokának � az azonban bolondnak nézi, hiszen a �otta érzékeny m¶szerei sok fényéves

körzetben nem jeleztek azonosítatlan ¶rtevékenységet.

Egyel®re a jöv® titka, hogy melyik 
ivilizá
ió fogja kiaknázni az új vibránium-lel®helyet, amint

az is, hogy mi lesz a habókosnak nyilvánított Pirx további karrierjével. Tudományos szempont-

ból bennünket egyetlen kérdés érdekel: pontosan milyen formula szerint függ a vibránium-gáz

törésmutatója a gáz s¶r¶ségét®l?

(Dávid Gyula)

\end{do
ument}
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