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1. A mai vilagban, ahol méar semmi sincsen ingyen, még mindig ingyen beallhatunk hiisolni egy emeletes haz
arnyékaba egy forré nyari napon. Képzeljiik el, hogy friss telektulajdonosként szeretnénk ezen valtoztatni, és el
akarjuk keriilni azt, hogy barki is élvezhesse leendé épiiletiink drnyékat! Olyan épiiletet szeretnénk tehat épiteni,
aminek nincsen arnyéka. Megvalosithatd az elképzelés? Ha igen, akkor adott alapteriilet esetén milyen alaka
az ilyen médon megépithet, maximaélis térfogatu épiilet? Tegyiik fel, hogy amikor a horizonthoz képesti 5 fok
magassig alatt van a Nap, akkor méar nincs olyan meleg, hogy érdekeljen minket, van-e arnyék! Vizsgaljuk meg a
kérdést kiilonbozé alaka telkekre, kiilonb6zs f6ldrajzi helyszinekre és a nap, illetve az év kiillonbozd idGszakairal

(Dalya Gergely és Bécsy Bence)

2. Egy gomb alakti bolygo felszinének egyGtodét nem éri el a geostacionarius egyenlitéi miisorszord miiholdak
sugarzasa. Jeldlje 0 a fliggdon maximalis eltérését a radialis iranytol! Mekkora a d szdg szinusza?

(David Gyula)

3. BEgy o hajlasszogi lejts és a rajta mozgod test kozott a sturlodasi egyiitthaté éppen pu = tga. Irjuk le egy test
mozgasat, ha annak a v kezdGsebessége meréleges a lejt6 esésvonalara, és adjuk meg, hol és hogyan fog mozogni
a test hossza id6 miulva! (Utmutatas: keressiink alkalmas paraméterezést!)

(Woynarovich Ferenc)

4. Egy, a vizszintes talajon allo, R sugara rogzitett gombre vékony, fiiggbleges sugarban homokot folyatunk. A ho-
mokszemcsék elkezdenek cstuszni a gomb feliiletén (tételezziik fel, hogy nincs strlodas), majd a gdmbdt elhagyva
a talajra pottyannak. Modellezziik a homokszemcsék {itk6zését a gémbbel a kivetkezé modon: a v sebességgel
becsap6dd homokszemcse sebessége nagysagat megtartva a becsapodasi pont érintésikjaban véletlenszerd irany-
ban folytatja utjat! Milyen gorbét rajzol ki a talajon a homokkal boritott teriilet hatara? Tanulméanyozzuk a
gbrbét a homoksugar becsapddasi pontja helyzetének és a csorgatis magassiganak fliggvényében!

(David Gyula és Cserti Jozsef)

5. Egy-egy merev, 2¢ hosszuségu sulytalan rid végeire my és mo témegpontokat rogzitiink. Az igy kialakitott 2m; és
2my tomeg silyzokat a kdzéppontjaikban egymassal o széget bezardan mereven Ssszeerdsitjiik, és a kapott testet
az my tomegd tomegpontokon atmend tengely koriil w szogsebességgel (a sulytalansag allapotaban) megforgatjuk,
majd szabadon engedjiik. Irjuk le a kialakulé mozgést a témegek aranya és 7/2 kozeli o szégek fiiggvényében!
Vizsgaljuk az m; < ms és az my > mo esetet is!

(Fejés Gergely és Vigh Maté)
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sét koveteljiik meg, mely csupan annyit jelent, hogy a megoldasként adodo koordinata-idé fliggvény a hatasfunk-
cionalnak stacionarius helye. Ez azonban még nem ad szamot arrdl, hogy a hatésnak ezen a helyen szélsGértéke
van-e, és ha van, akkor az minimum vagy maximum-e. Ennek eldontéséhez az un. mdsodik varidcid kiszamitasara
van sziikség. Ebben a feladatban ezt a problémakort vizsgaljuk.

a) Vizsgalatainkat korlatozzuk egy szabadsagi foka rendszerekre, tehéat a Lagrange fliggvény L(t, ¢(t), ¢(t)) alaku,
ahol a pont az id&derivaltat jelenti. Mutassuk meg, hogy az
2
s = [ a Lit,a0).d(0)
t1

hatéasintegral masodik variacidja rogzitett ¢, és to hatarok és a hatarokon eltiing dq(t) variaciok mellett
to

6?8 = / dt [A(69)* + B(6¢)?]
i
alakban irhato fel, ahol A és B az 1d6td6l, a g koordinatatol és a g iddderivaltjaitol fiigghet! Hatarozzuk meg az
A és B egyiitthatokat!

b) A tovabbiakban vizsgaljuk egy pontrészecske egydimenzios potencidlmozgasat, azaz L = mf — V() alaku

525 = / dt SxMéx

alakra hozhato6, és hatarozzuk meg az M operatort is! Milyen feltételt kell kielégitenie M-nek ahhoz, hogy a
hatas minimalis, illetve maximalis legyen?

- . 2, 2
c) Irjuk fel a harmonikus oszcillator (L = m2$2 - %) hatésintegraljanak masodik variaciojat! Igaz-e, hogy a

hatéas miniméalis? Ha nem, akkor adjunk meg olyan dx(t) variaciot, mely csdkkenti a hatéast (valamilyen integracios
hatérok mellett)!

d) Mit lehet mondani a pontrészecske egydimenzios potencidlmozgésa esetén a hatas szélsGértékérsl?

(Kovécs Aron)

. Adjuk meg az alabbi hullamegyenlet:
82<I>+2 87@_‘_ 2g — , 02
o2 %o T T T g2

altaldnos megoldésat! Vizsgaljuk meg az egyenlet altal leirt hullamok jellemzsit!
(Tichy Géza)

. Egy termodinamikai gép olyan kvézisztatikus korfolyamatot hajt végre minden egyes ciklusban, amelynek képe
a koordinata-tengelyekkel parhuzamos szimmetriatengelyd ellipszis

a) a hémérséklet—entropia sikon (tetszéleges anyag esetén);
b) az entalpia—entropia sikon (idealis gaz esetén);
c¢) a nyoméas—térfogat sikon (idedlis gaz esetén).
Adjunk fels6 korlatot mindhirom termodinamikai gép hatasfokaral
(Radnai Gyula)

. Egy rugd energiaja és allapotegyenlete: E = CT + f(z) és F = g(x) — BT, ahol E a rugd energidja, F a
rugéra hat6 ers, T a hémérséklete, x a rugd megnyilasa, B és C allandok, végiil f(z) és g(x) két elére megadott
fliggvény.
a) Milyen osszefliggésnek kell teljesiilnie az f(z) és g(x) fliggvények kozott, hogy a Carnot-korfolyamat hatasfoka
a jol ismert

T, -1
n=—"——
| T

kifejezés legyen, ahol Ty és T a hideg és a meleg hétartaly abszolut hémérséklete?
b) Vizsgaljunk két esetet! Az elss esetben a rugo all a talajon, és egy m tomeg nyomja Gssze, a méasik esetben a
rugd log, és m tomeg nehézségi ereje nyujtja. Szamoljuk ki mindkét esetben a rugd hékapacitasat!

c) Vizsgaljuk a b) esetet akkor, ha f(z) = 1 Da?! (Tichy Géza)
ichy Géza



10.

11.

12.

13.

,Lehetetlen élettelen anyagi hatderdk kozremiikiodésével az anyag barmely részébdl mechanikai effektust kinyerni
azaltal, hogy az az 6t koriilvevs testek leghidegebbikének a hémérséklete ala hil.” (Kelvin) ,H6 soha nem mehet
4t egy hidegebb testbdl egy melegebbe anélkiil, hogy azzal Osszefiiggésben, vele egy idében valamilyen maés
valtozas ne kovetkezzék be.” (Clausius)

Ragaszkodvan ezen torvény bettijéhez, mutassuk meg, hogy lehetetlen lencséket, tiikroket, optikai szalakat vagy
barmilyen hasonl6 eszkozoket elrendezni oly mddon, hogy azok egy testet a napfény rafokuszalasiaval a Nap
felszinénél melegebbre hevitsenek!

A torvény betiijéhez vald ragaszkodas alatt nem azt értjiik, hogy olyan megoldast varunk, ami el6feltételezi
Kelvin vagy Clausius szovegezésének egy mélyrehatd elemzését. Amire gondolunk, az az, hogy tartézkodjunk az
olyan fogalmak hasznalatatol, amelyek nem fordulnak els a torvény fenti megfogalmazasaiban. Ilyen példaul az
entropia. Vannak, akik szerint a mésodik f6tétel tartalma az, hogy létezik az entrépia, azaz egy olyan additiv
és extenziv allapotfiiggvény, ami egy adiabatikus folyamatban soha nem cstkken, és pontosan akkor ng, ha a
folyamat irreverzibilis. De a mi feladatunk épp annak eldéntése, hogy mi lehetséges adiabatikusan egy adott
rendszerben, ennélfogva egy olyan érvelés, ami az entropia fogalmara alapul, magiban hordozza a koérkordsség
hibajanak a veszélyét.

Vegylik észre tovabba, hogy Kelvin vagy Clausius térvényének az alkalmazasakor meg kell bizonyosodnunk afelsl,
hogy kezdetben és a folyamat végén a rendszer olyan komponensekbdl all, amelyek mindegyike egy egyensulyi
termodinamikai allapotban van. Az allapotvaltozds alatt a komponensek mindenféle kélcsonhatasban részt ve-
hetnek, példaul sugarzast adhatnak 4t egymasnak. De ha a végén marad valami elnyeletlen sugéarzas, akkor az
egy olyan komponens, ami nem jellemezhet§ egy termodinamikai allapottal, kévetkezésképpen az egész rendszer
(kbzvetleniil) nem esik bele a torvény hatokorébe. Ha viszont a sugarzast valamilyen termodinamikai kompo-
nenssel elnyeletjiik, vagy befogjuk, és példaul egy doboz fotongazza alakitjuk, akkor nem fog akadalyt gorditeni
a torvény alkalmazasanak az atjaba. A Nap folyamatosan sugaroz, ezért ahhoz, hogy az allitdsunkat a masodik
fétételbdl bebizonyitsuk, a tényleges rendszert egy olyan moédositott rendszerrel kell kapcsolatba hoznunk, amire
a torvény nehézségek nélkiil alkalmazhaté, és aminek a tulajdonsagaibél kovetkeztethetiink valamire az eredeti
rendszerre vonatkozoan.

(Farkas Szilard és Zimborés Zoltan)

Egy foldelt fém torusz leir6 (generald) korének sugara 7, a leiro kor kézéppontja pedig R tavolsagra helyezkedik el
a forgastengelyt6l. Hatarozzuk meg egy a forgastengelyen a kozépponttol h tavolsagra elhelyezett ¢ ponttoltésre
hat6 erdt!

(Széchenyi Gabor)

Egy a és b oldaléld, t vastagsaga (t < a,b), o vezetSképességi, téglalap alakd fémlemez A csticsaba I erdsségd
aramot vezetiink, B csicsabol pedig elvezetjiik azt. Mekkora fesziiltség mérheté a fémlemez C és D csicsa
kozott? Szamitsuk ki a fesziiltséget b = a és b = a/2 esetén!

(Vigh Maté)

Egy 2 x 2 x 2-es Rubik-kocka nyolc t&mdr, homogén, a oldalélid fémkockabél all. Ebbél négy kocka vezetGképessége
20, mig a masik négy kocka o vezetGképességi. A kiillonbozs vezetGképességi daraboknak nincs kozos lapja
(lasd az abrat). A teljes Rubik-kocka két szemkozti lapjara egy-egy igen jol vezets fémlemezt helyeziink, és Uy
fesziiltséget kapcsolunk rajuk. Szamitsuk ki, hogy mekkora aram folyik a fémlemezek kozott!
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(Gnadig Péter és Vigh Mateé)



14.

15.

16.

17.

18.

Egy vezets gbmbhéj két tetszdleges pontjat egyenes vezets koti Ossze. Az egyenes vezetGben I nagysigu dram
folyik. Két végpontja kzott a toltések visszadramlasa a gdbmbhéjon torténik. Hatarozzuk meg az aramok méagneses
terét a gdmbhéj belsejében és a gbmbhéjon kivil!

(Sasvari Laszlo és Vigh Mateé)

Egy végtelen sikon a toltések forgasszimmetrikus eloszlasat az alabbi stirtiségfiiggvény irja le:

_Qd
Q(I‘) - (T2—|—d2)3/25( )7

ahol r a sikon az origotol mért tavolsagot jelenti, z a sikra meréleges tavolsig, d pedig egy hosszusig-dimenzioju
allando6. Forogjon ez a sik allandé w szogsebességgel a z tengely koriill Szamitsuk ki a mozgd toltéseloszlas
altal generalt B(r) magneses indukciovektort a tér minden pontjaban! A megoldast zart alakban adjuk meg!
Diszkutaljuk a kapott térkonfiguricio sajatossigait!

(Oroszlany Laszlo)

Anizotropia fvarosaban annyira komolyan veszik a KRESZ ,jobbra hajts” szabalyat, hogy a renddérség a Fény
Nemzetkozi Evére valé tekintettel elrendelte: a jobbra tart6 fény koteles kétszer akkora sebességgel mozogni,
mint a balra tart6. (Az egyéb iranyokkal szerencsére nem kell torédniiik, hiszen ebben az orszédgban a tér mind-
Ossze egyetlen dimenzios.) A rendelet életbe lépése utan az Gsszes 6ra, méterrad és ikerpar is koteles a fentiekkel
Osszhangban viselkedni. A renddrség egyébként nagyon tiszteli Einsteint, ezért az altala felismert specialis relati-
vitasi elv hatdlyban marad: a fenti szabéalyok tetszéleges inerciarendszerben érvényesek, tehat pl. a jobb-, illetve
baloldali fénysebesség minden inerciarendszerhez képest ugyanaz.

Dolgozzuk ki az Anizotropidban érvényes specialis relativitdselmélet szabalyait! Adjuk meg a Lorentz-transz-
forméacié matrixainak megfelelsit! Mutassuk meg, hogy ezek az anizotrop Lorentz-transzformaciok is csoportot
alkotnak! Keressiik meg a csoport kanonikus paraméterét, és fejezziik ki segitségével a matrixelemeket! Vezessiik
le a sebességtsszeadas és -kivonas formulajat! Mekkora az inerciarendszerek maximalis relativ sebessége? Irjuk
fel azt az 141 dimenzi6s (skalar) hullimegyenletet, amelyet a torvény- és KRESZ-tisztels fény kielégiteni kiteles!
(Lelkesebb megoldok kidolgozhatjik az altalanosabb elméletet is, amelyben a jobbra meng fény ¢, a balra meng
fény c_ sebességgel terjed, a két érték tetszleges, de nem azonos.)

Mynden Lee Ben Canal, a kozismert tudomanyos szkeptista a fejét csovélja. Azt allitja, hogy a fentebb kidolgozott
fizika nem is igazan Gj, hanem izomorf valami kézismert elmélettel. Vajon igaza van-e?

(David Gyula)

Oldjuk meg az Fy, = O A; — 01 Ak, elektromagneses térersség-tenzor (ahol Ay (z) az elektromégneses potencialok
négyesvektora) sajatérték-probléméajat! Mi a sajatértékek és a sajatvektorok fizikai jelentése? Diszkutaljuk a
specialis szingularis eseteket!

(David Gyula)

A gravitacios jelenségeket az altalanos relativitdselmélet megsziiletése el6tt egy ®(x) gravitacios skalarpotencial
segitségével probaltak leirni a specidlis relativitaselmélet keretein beliil. A ,gravitacios négyeserst” a klasszi-
kus analogia kévetkeztében ,témeg x a graviticios potencidl gradiense” alakban vessziik fel. Ezért az elmélet
mozgasegyenlete a kovetkezs:

d
E(.Muk) = M&ki)(x),

ahol M a részecske (nyugalmi) tomege, ur a négyessebesség (c-re normalt) négyesvektora, 7 pedig a részecske
sajatideje. Vizsgaljuk meg ebben az elméletben a homogén graviticids térben torténd fiiggsleges szabadesés
problémajat, azaz legyen a ® gravitaciés potencidl egyszertien ® = gz, ahol z a fligg6leges koordinata, g pedig
a szokdsos gravitacios gyorsulds! (Az egyszertség kedvéért dolgozzunk a ¢ = g = 1 egységrendszerben!) A
vizsgalt részecske a t = 0 pillanatban induljon H magassagbol, nulla kezd&sebességgel! Kezdjiik ugyanebben a
pillanatban a 7 sajatidé mérését! Szamitsuk ki a részecske w rapiditasat a 7 sajatids fiiggvényében, majd ennek
alapjan hatarozzuk meg a részecske v harmassebességét és z koordindtajat a ¢t rendszeridd, illetve a 7 sajatids
fiiggvényében! Legfeljebb meddig élvezheti a zuhané részecske a szabadesés 6romeit? Elérheti-e a részecske véges
rendszeridg, illetve véges sajatidé alatt a fénysebességet? Ha a zuhané test H magassagbodl indul, mekkora
(harmas)sebességgel csapodik be a talajba, és mekkora (harmas)impulzust ad at neki? Vizsgaljuk meg a kapott
eredmények nemrelativisztikus hatéresetét (ehhez irjuk vissza a képletekbe a ¢ és g dimenziés mennyiségeket),
és mutassuk meg, hogy visszakapjuk a newtoni fizika torvényeit! Ha g megegyezik a Fold felszinén mérhetd
gravitaciés gyorsulassal, milyen magasrol kell leejteni a testet, hogy 1 ezreléknyi eltérés 1épjen fel a klasszikus és
a relativisztikus eredmények kozott?

(David Gyula)
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Albert Einstein altalanos relativitaselméletének egyik alappillére az dltaldnos ekvivalencia-elv, mely szerint sem-
milyen lokalisan véghezvitt méréssel nem kiildnboztethetd meg a gravitacié a gyorsulastol. Wilbert Zweistein
viszont azt allitja, hogy egy préobatomeggel ellatott rugos erémérs és egy hdmérd segitségével lokilisan el tudja
donteni, hogy egy nagy tomeg (pl. csillag) altal keltett gravitacios vonzast, avagy laboratoriumanak gyorsulasat
észleli. Mire gondolhat, és igaza lehet-e?

(Fejés Gergely)

Mutassuk meg, hogy ha az altalanos relativitaselméletben a téridé sztatikus, azaz a metrikus tenzor komponensei
nem fliggnek a nulladik (id6-)koordinatatol, valamint a metrikus tenzor vegyes gon komponensei mind nullak,
akkor a gravitaciés térben szabadon es6 test geodetikus mozgasegyenlete megkaphaté a klasszikus mechanika
L = K —V alakua Lagrange-fliggvényébdl, amelyben a keresett altalanos koordinatik az r harmas helyvektor ¢
komponensei (o« = 1, 2, 3) a t rendszerid6 (vigyazat: nem a 7 sajatidd!) fiiggvényében!

A K Kkinetikus energia kvadratikus fiiggvénye az &% sebességkomponenseknek, a V(r) mennyiség pedig az r
helyvektor valamilyen fiiggvénye. Hatarozzuk meg a kinetikus energia egyiitthatoit tartalmazé Hesse-méatrixot
és a V(r) ,effektiv gravitacios potencialis energiat” Milyen viszonyban van a most hasznalt Lagrange-fiiggvény
az altalanos relativitaselmélet kovaridns frasmodjanak szokésos (—mc?) Lagrange-fiiggvényével?

Mi a helyzet, ha a részecske nem szabad, azaz (adott) kiils§ ertérben, pl. elektromagneses vagy skalarmezében
mozog?

(David Gyula)

Bungee jumping egy fekete lyukba. Aliz és Bob expediciot szerveznek, hogy felderitsék egy szupermassziv fekete
lyuk belsejét, azt remélve, hogy kijuthatnak onnan. Kiilén tirhajokban lassan radidlisan leereszkednek 1.017g
sugérig, ahol 7 = 2GM/c? a Schwarzschild-féle fekete lyuk eseményhorizontjénak a sugara, szinkronizaljak
oraikat (74 = 7p = 0), majd Bob kikapcsolja a hajtomitveit, és elkezd radidlisan beesni a fekete lyukba. Az rg
horizontot 751 sajatidénél lépi at. Aliz az 1.01 rg sugarnél marad, var egy azonos 741 = Tp1 sajatidét, majd Bob
utén 16 egy elektronokbdl allé vékony @ toltési, v kezdeti sebességi, a fekete lyukkal koncentrikus gémbhéjat
azzal a szandékkal, hogy megmentse 6t.

A Reissner—Nordstrom-ivelem egy toltott, gémbszimmetrikus, izotrop, M tomegd és @ toltésd fekete lyukon
kiviil

oM Q? oM Q? -t
ds? = — [1- — + = )adt® + (1 - — + =) dr®> +r%d0® + r*sin? 0 dp*
r r2 r r2

G = ¢ = 4meg = 1 egységekben.

a) Mekkora az eseményhorizont koordinatasugara a gombhéjon kiviil, miutan a gémbhéj elérte a szingularitast?
b) Mekkora legyen v, hogy a gombhéj utolérje Bobot, miel6tt Bob beesik a szingularitasba?

¢) Ki tud-e Bob szabadulni Alizhoz @) és v megfelel megvalasztéasaval?

Hanyagoljuk el az arapalyeréket, az elektroméagneses és gravitacids sugarzast, a kvantumos effektusokat, a csil-
lagkozi anyagot és a gravitacids gyorsuldssal szembeni emberi tiirGképesség korlatait!

(Kocsis Bence)

A nagyenergiis asztrofizika leglatvinyosabb jelenségei kozé tartoznak a relativisztikus jetek. A fekete lyukak
kézelében relativisztikus kidramlés figyelhetd meg, ahol a részecskék Lorentz-faktora elérheti a I' = 1000 értéket.
A nagyenergias részecskék eredete még nem tisztézott, felgyorsitasukért feltehetSen a forgo fekete lyuk és egy
gazkorong altal keltett magneses tér kozti kélesnhatas a felelGs. Vizsgaljuk ehelyett azt a lehet&séget, hogy a koz-
ponti objektum val6jaban egy maximalisan kiterjesztett Kerr-téridé! A maximalisan kiterjesztett Kerr-téridé a
stacionarius, vikuumbeli Einstein-egyenletek egyértelmii megoldasa egy M tSmegti, forgd objektum koriil. A ki-
terjesztett” arra utal, hogy a fekete lyuk belsejében a téridg tovabbi aszimptotikusan sik univerzumokat kit Sssze.
MegfigyelSk egy idGszert vildgvonal mentén beléphetnek az egyik univerzumbdl a fekete lyukba, és azon keresztiil
atjuthatnak egy masik aszimptotikusan sik univerzumba anélkiil, hogy érintenék a gytrd alakt szingularitast.
Hatarozzuk meg, hogy a fotonok és tomeges részecskék geodetikusait jellemz6 megmarad6 mennyiségeknek (E
energianak, L, impulzusmomentumnak, és a K Carter-allandonak) milyen feltételeket kell kielégiteniiik ahhoz,
hogy a részecskék az egyik univerzumbél belépjenek a horizontba, ne {itkdzzenek a szingularitassal, és kirepiilhes-
senek egy mésik univerzumban a végtelenbe! Milyen a kirepiil6 részecskék képe a masik univerzum végtelenjében
levs sztat{i)kus megfigyel6k szdmara a részecske-energia és a Kerr-téridé dimenziétlan forgasi paraméterének fiigg-
vényében?

(A tomeges részecskéket és a fotonokat tekintsiik pontszerd tesztrészecskének, a kvantum- és elektrodinamikai
effektusokat, valamint a részecskék gravitacios visszahatasat a téridére hanyagoljuk el!)

(Kocsis Bence)
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Mutassuk meg, hogy egy t6bb azonos atombdl 4ll6 halmazban az egy atomra jutd kétési energia, azaz a kohézios
energia kozelitSleg a koordinécios szim négyzetgyokével aranyos!

(Tichy Géza)

Legyen A és B két tetszlleges, egymassal nem kommutald 2x2-es hermitikus méatrix! Konstrualjunk meg az
Osszes olyan egyre normdlt allapotvektort, amelyre nézve az A és B mennyiségekre felirt hatarozatlansagi relacio
egyenlGségként teljestil!

(David Gyula)

Tekintsiik a legegyszertibb kvantummechanikai modellt egy drétban terjed6 részecskére, mely egy pontszerd
potenciélon tud szérédni! Az id6fiiggs Schrodinger-egyenlet az alabbi alakus:

2
DU, 1) = — 202 W, ) + g 3(a) (1),

ahol ¢ a Dirac-delta potencial csatolasi erdssége. Ha megfelel§ egységekben g € R, és g > 0, akkor taszito
potenciallal van dolgunk, mig g < 0 vonz6 potencialt ir le.

Elgszor allitsuk el a pozitiv energiaju sajatéllapotokat, azaz a szérasi dllapotokat, valamint szamitsuk ki a
transzmisszio és reflexié amplitudoéit, mint az energia, a g csatolési dlland6 és m fliggvényeit — ez elemi feladat.
Azutédn mutassuk meg, hogy g > 0 esetén a szorasi allapotok teljes rendszert alkotnak! Mi a helyzet g < 0
mellett?

Ha g € C, az id6figgs Schrodinger-egyenlet értelmes marad a szorasi probléméra. Ha Im g < 0, a hullamfiiggvény
norméja idével csokken. Ezt fizikailag oly mddon értelmezhetjiik, hogy a szérépotencial a dréton kivilli térbe
is ki tudja szérni a részecskét, mig a hullamfiiggvény norméja a drétban maradés valészintségét adja meg.
Hatarozzuk meg a reflexié és transzmisszié valdszintiségét, és abrazoljuk az eredményt tipikus értékek mellett
az Im g fiiggvényében! Milyen Im g esetén a legvaldsziniibb, hogy a részecske a dréton kiviili térben kot ki? Mit
mondhatunk a szérédsi allapotok rendszerérdl, ha g komplex, Img < 0?7 Meg lehet-e valaszolni ugyanezeket a
kérdéseket Im g > 0 esetén?

(Asboth Janos és Gyorgyi Géza)

Kutatok megfigyelték, hogy a vilaglirben molekularis hidrogén (Hz) alakulhat ki atomi hidrogénbdl (H), ha a
folyamatot a kozegben jelenlévd kozvetitGk (gazmolekulak, jégkristalyok és szennyezdk) segitik. Az ilyen ka-
talizatorok képesek adszorbedlni a H-atomokat, amelyek ezt kovetGen racshelyrdl racshelyre vandorolnak az
alaguteffektus révén. Amint két H-atom taladlkozik ugyanazon a racsponton, lejatszodhat a H+ H — Hs + v
reakcio, amely utdn a (Hg) molekula kilép a kristalybol, a kristaly pedig elnyeli a reakcioban keletkezett foton
energidjat (B, ~ 4,5 eV).

A reakci6 szimulalaséra valasszunk egy igen leegyszerisitett modellt, amelyben egy H-atom a ¢t = 0 idépillanatban
éppen az sg (négyszogletes) racspontban tartozkodik (lasd az abrat), és onnan az id6 teltével nem tavozhat
mashova, mint a négy szomszédos racspont (s1, s2, S3 és s4) egyikébe.

O S1
50
(e, O
Sq S92
O S3

Ha kezdetben elhanyagoljuk az alagutazas lehetGségét, akkor a |p;) allapotok (i = 0,...,4), amelyekben az

atom az adott racshely kozelében tartézkodik, a Hy Hamilton-operator ugyanazon Ej sajatenergidhoz tartozo
ortonormélt sajatallapotai lesznek.

A |po) allapot és a |pr) allapotok (k= 1,...,4) kdzdtti csatolas modositja a Hamilton-operatort. Ho-hoz hozzé
kell adnunk egy H; perturbalé tagot, amelyet a

Hy o) = —a(Jp1) + lp2) + |@3) + |ea)),

H, k) = —ao)

egyenletek definialnak, ahol az @ mennyiség egy valds, pozitiv allandd és k = 1, 2, 3, 4. Az Osszes t6bbi lehetséges
csatolast elhanyagoljuk. Oldjuk meg a modell kvantummechanikai mozgasegyenleteit!
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a) Keressiik meg alkalmas moédon a teljes H Hamilton-operétor ortonormélt sajatfliggvényeit, és adjuk meg a

b) Tegyiik fel, hogy a t = 0 id6pillanatban a H-atom éppen az sg racspontban tartézkodik! Trjuk fel az atom |p(t))
allapotfiiggvényét egy tetszéleges késébbi t idgben! Mekkora T'1d6 elteltével allithatjuk nagy bizonyossaggal, hogy
az atom (racs)helyet valtoztatott?

¢) Hatarozzuk meg a T id6tartam szameértékét az a paraméter alkalmas megvalasztasa mellett!

(Magyar Péter)

N darab % (| t1t2 .- ) + | d1da - .. L)) allapotban Gsszefonodott spint szétkiildiink N szamt megfigyel 6hoz.
Az i-dik megfigyel6 egy t; iranyu Stern-Gerlach analizatorral fogadja a spint, és megmérve a spinvetiiletet +1
értéket kap (h/2 egységben). Jelolje P;; annak a valoszintiségét, hogy az i-dik és j-dik megfigyelS ugyanazt mérte!
Mennyi a Zfil Zé\le Py; kifejezés minimuma? Hogyan kell ekkor a megfigyelSknek beallitaniuk a polarizatorokat?
Az egyszertiség kedvéért minden megfigyels t; vektora essen az x — z sikbal

Mi torténik, ha az Osszefonddott spinek helyett 1/2 — 1/2 valoszintiséggel kiildiink +z iranyba polarizalt

(It1it2 ... tw)), illetve —z irdnyba polarizalt (|41)2 ... ln)) spineket? Mennyi lesz ekkor a korabban lefrt
mennyiség minimuma? Hogyan allitsuk ehhez a polarizatorokat az z — z sikban?

(Széchenyi Gabor)

Palyaintegralok segitségével néha egyszertibb nem szigort bizonyitast adni egy-egy matematikai Osszefiiggésre,
amelynek a preciz igazolasa igencsak munkaigényes lehet. Itt a sztochasztikus kalkulus témakoérébsl tanulményo-
zunk egy olyan problémat, amit funkcionalintegralok hasznélataval viszonylag kénnyen megoldhatunk.

Tekintslink egy részecskét, aminek a valés egyenesen mért R helyzete kielégiti a kovetkezs elsérendi sztochasz-
tikus differencidlegyenletet:

R=F(R)+¢. (1)

Itt F egy sima fiiggvény, R az R idGderivaltja, & pedig egy fehér zaj. Kozelebbrol € egy Gauss zaj, azaz ha G [€]
a &-nek egy funkcionalja, akkor a varhaté értéke

(@) = [ D¢ exp (~4 fare(0?) Gl )

ahol D¢ a szokasos (megfelelGen normalt) palyaintegral mértéke szerinti integralast jeloli. Az Tt6-interpretacioban
az (1) egyenlet diszkretizalt formaja az

Riy1 — R;
———— = F(R; i 3
v (Ri) +¢ 3)
alakot 6lti, ahol az als6 index a diszkrét id6t, At pedig egy id6lépés hosszat jeloli. Ha G[€] a &-nek csak egy
korlatos id@intervallumon felvett értékeitdl fligg, akkor a diszkretizélt modellbeli varhaté értéke kifejezhets egy
kozonséeges veges dimenzios integral forméajaban. Valojaban az egyik modja annak, hogy az (2) egyenletben felirt
pélyaintegralnak értelmet adjunk, éppen ilyen diszkretizélt varhaté értékek kontinuum limeszére alapul.

c st

Legyen p(t,z) a részecske t id6ben vett pozicidjdnak a valoszintségstrtsége. A diszkretizalt modellel kezdve,
majd a At — 0 kontinuum limeszt véve, bizonyitsuk be, hogy p kielégiti a kovetkezs parabolikus parcialis
differencidlegyenletet:

op no%*p 0

=L (Fp). @

ot  40x ox

Ez a Fokker-Planck-egyenlet. A Sztratonovics-féle értelmezésben a diszkretizalt mozgasegyenlet:

R — R; R+ R
_— F _— .
v < 5 ) +&i ()

Végigkovetvén az [to-esetre vonatkozo levezetést, mutassuk meg, hogy a Sztratonovics-diszkretizacio altal esetleg
sziikségessé tett valtoztatasoktodl fliggetleniil végiil ugyanarra a Fokker—Planck-egyenletre jutunk, mint az Ité-
esetben!

(Farkas Szilard és Zimboras Zoltan)
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Tekintsiik az N-komponensii skalartér hatvanyszamolas szerint renormalhaté O(N) szimmetrikus térelméletét
3+1 dimenziéban, melynek Lagrange fiiggvénye
1 A

ahol m > 0 és A > 0 pozitiv allandok. Tekintsiik a sajatenergia perturbativ sordt A\ tetszsleges értéke mellett
N > 1 esetén! Rajzoljuk fel az Gsszes grafot, mely az 1/N szerint halado sor vezetd és vezetdn tili rendjében
jarulékot ad! Wick-forgatas utdn, cutoff-regularizacioban hatérozzuk meg a tomeg és csatolési ellentagokat vezets
és vezeton tili rendben! Abrazoljuk a renormalt sajatenergiat régzitett impulzus mellett a cutoff fliggvényében
A killénboz6 értékei mellett! Mit allapithatunk meg a modell renorméalhatdsagarol?

(Fejés Gergely)

Tekintsiik a kovetkezs egyszerid befektetési alap-kezelési modellt:
A piac minden nap p; valosziniiséggel felfelé mozdul (z; = +1), és (1 — p;) valdszintiséggel lefele (z; = —1).

Minden reggel az alapkezels eldontheti, hogy az alap vagyondnak mekkora r; hanyadat fekteti piaci eszkdzkbe.
Az alap W, vagyonanak alakulaséat a kovetkezd leképzés irja le (W7 = 1):

Wt+1 = Wt (1 —+ 7 ZEt).

Az ry befektetési rata negativ is lehet: ez annak felel meg hogy ,shortoljuk” a piacot, tehat arra jatszunk hogy a
piac lefelé fog elmozdulni.

A piaci elmozdulésokat general6 p; valoszintségek sztochasztikus sorozatarol a kovetkezdket tételezhetjiik fel:
Kezdeti értéke 0,5 és 0,7 kozé esik. Kvézi-folytonos, azaz egy nap alatt nem valtozik tobbet, mint 0,01. Ertéke
végig 0,4 és 0,8 kizé esik.

Feladatunk alapkezel6ként az, hogy minden reggel meghatarozzuk az r; befektetési ratat. Ennek érdekében a
kovetkezs adaptiv stratégiaval dolgozunk:

rn =r,

rey1 = maz (—0,5; min (0,9; ary + bay + ¢)).

Az egyenletben szerepld min-max feltételek reguldtori kényszerek: Nem fektethetlink be tébbet mint az alap
vagyonanak 90%-a, és csak a vagyon 50%-at shortolhatjuk. Az (r, a,b, ¢) paraméter-négyes specifikalja a straté-
gidnkat.

Célunk az, hogy egy éves tavon (ez T' = 250 kereskedési napot jelent) a lehetd legjobban teljesitsen az altalunk
kezelt alap, azaz a lehetd legmagasabb legyen a W5 évvégi eredmény a konkurens alapok eredményeihez képest.
Tiz konkurens alappal kell versenyezniink. Ezek kozil kilenc passzivan menedzselt; a kovetkezs allando befektetési
ratakkal dolgoznak: = 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8. (Ezekre a tobbi paraméter tehat: a = 1; b = 0;
¢ =0.) A tizedik egy aktivan kezelt alap, amelyik egy fent definialt adaptiv stratégiaval dolgozik. Az alap kezelGje
a feladat kittiz6je.

A befektetSk az év végén sorballitjak a tizenegy alap eredményét, és a legjobb alapot 100 ponttal jutalmazzak,
a mésodikat 90-nel, a harmadikat 80-nal, és igy toviabb. A leggyengébb eredményt alap 0 pontot kap. Célunk az,
hogy varhat6 pontszamunkat maximalizaljuk (azaz varhato helyezésiinket minimalizaljuk). Hogyan specifikaljuk
adaptiv stratégiankat?

A feladatra kaphat6é pontszam 50%-at a javasolt stratégia konkrét eredménye alapjan fogom meghatarozni,
100000 prébafutas empirikus atlagaval kozelitve a varhatd eredményt.

Kérem a versenyzoket, hogy megoldasuk legelején, jol lathato modon adjak meg az (r, a,b, c) specifikaciot. A
masik 50%-kal a megoldas gondolatmenetét pontozom.

Kulcsszavak: ,kelly criterion”, ,,kalman filter”. (Bihary Zsolt)

Az infravorss (IR) kamerak altaldban a 7, 5-14 mikrométeres hullamhossz-tartoméanyban dolgoznak, ami az tn.
satmoszférikus IR ablak”. Ebben a savban a légkor jobbara &tlatszo. Ennek ellenére, ha a kamerat fliggélegesen
felfelé iranyitjuk a tiszta (felhétlen) égboltra, nem az Gr néhany Kelvines hdmérsékletét latjuk”, hanem egy
(—60) — (—40) Celsius fok koriili értéket. Ez foleg a légkorben talalhato vizpara (gyenge) IR sugarzésa, ami-
nek intenzitasa az tn. teljes vizoszlop (az atmoszféraban talalhato viz integralt mennyisége mm egységekben)
fliggvénye. Novekvs zenitszog értékeknél egyre nagyobb (melegebb) hémérsékletet észleliink.

A feladat a tiszta égbolt latszolagos hémérsékleti mintazatanak a meghatarozasa pl. a zenitszdg és irdnyszog
(azimut) fliggvényében.

Egyszertsits feltevések: a) A légkori vizpara 100 %-a a troposzférdban talalhato, b) A vizpara koncentracidja
a troposzféraban homogén (nem igaz, nagyon erds a valtozékonysaga, de ezt most elhanyagoljuk), ¢) A vizpara
nem csak sugaroz, hanem el is nyel, de tekintsiik az optikai mélységet konstansnak (legyen mondjuk 5000 m).

Kiegészits kérdés: mekkora hibat vétiink, ha a Fold gorbiiletét elhanyagoljuk?

(Janosi Imre)
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