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1. Egy tarsasag a kovetkezd jatékot jatssza: korbelilnek egy asztalt, és egy golydt adogatnak egymaéasnak korbe
1/2 valoszintiséggel jobbra vagy balra, mindig a kozvetlen szomszédoknak. A jaték menetekre van osztva, a
goly6 minden menetben ugyanattél az embertél indul, § a jatékmester. Egy menetnek akkor van vége, ha mar
mindenkinél jart a golyo, és az a nyertes, akihez a goly6 utoljara keriilt. (Igy tehat a jatékmester sosem gydzhet.)
Ha egy menetben megvan a nyertes, ij menet kezdddik. Kinek milyen gy&zelmi esélyei vannak az asztal koril?
Ha csatlakozik egy 4j jatékos, aki annyira maximalista, hogy & szeretne a legtobbszor nyerni, mit javasolnal neki,
hova {iljon a jatékmesterhez képest?

(Egri Gy6z6)

2. Tervezziink minél egyszertibben végrehajthatd, és minél pontosabb eredményt szolgaltaté mérési eljarast (és
hajtsuk is végre) labbal vagy elektromotorral hajtott kerékparunk teljesitményének mérésére! Vegyiik figyelembe
a légellenallas és a gordiilési/surlodasi ellenallas, valamint a gravitaci6é hatasat! Hasznaljunk minél egyszeriibb,
a haztartasban altalaban megtalalhaté eszkozoket! Mivel a teljesitmeény fiigg(het) a sebességtél, a pedalfordulat-
szamtol, motor esetén mas paraméterektsl is, altaldnossdg helyett kiséreljiink meg egy konkrét szitudcioban
minél jobban reprodukalhato és pontos eredményt kapni! Elektromotor eseten probaljuk meg a maximaélis leadott
teljesitményt kimérni!

(Veres Gabor)

3. Egy « hajlasszogii lejtére adott H magassagbol pontszerd testet ejtiink a Holdon. A tokéletesen rugalmasan
itkdzd test pattogni kezd a lejtén, palyaja parabolaivekbsl 4ll. Milyen magasan lesz az n-edik felpattanas utani
parabola vezéregyenese, és milyen gorbére illeszkednek a parabolak fékuszpontjai?

(Gnadig Péter)

4. Egy kor alakd, m tomegl, R sugard vékony korongot az atmérdje mentén kettévagunk. Mindkettére egy-egy
elhanyagolhato tomegt, [ hossziisagu rudat régzitiink a félkorongok sikjaban, a szimmetriatengelyiik vonaldban.
Ezutan a két rad masik végét egymashoz rogzitjik agy, hogy a koztiik 1évs sz6g nagysiga «a, és a két félkorong
vagasi élei parhuzamosan allnak (lasd a mellékelt abrat). Ez a szerkezet az asztalra helyezve a korongok ivén
rezgbmozgast végezhet. Mennyi a rezgés frekvencidja kis kitérések esetén?

(Tichy Géza és Cserti Jozsef)

5. J. I Perelman (1882-1942) orosz csillagasz a ,Végtelen csillagvilag” cimti 1929-es ismeretterjeszté konyvében a
Hold libraciojat (vagyis azt a tulajdonsagat, hogy kotott keringése ellenére mégsem pontosan ugyanazt az oldalat
forditja mindig a Fold felé) az alabbi gondolatmenettel magyarazza. Tekintsiink egy e numerikus excentricitasu,
a félnagytengely ellipszispalyan egy M tomegii bolygo koriil keringd elhanyagolhat6 tomegd holdat, mely egyen-
letesen forog tengelye koriil, mégpedig gy, hogy forgasanak T, periddusideje pontosan megegyezik keringésének
Tiev periodusidejével! Mivel a keringés egy ellipszispalyan torténik, és (Kepler II. térvénye értelmében) idében
nem is egyenletesen, ezért kdnnyen belathato, hogy a bolygo felszinérdl vizsgalodo csillagaszok némileg valtozo
sz0gbol latnak ra a hold felszinére a keringés soran. Am Perelman ekkor a kovetkezs érdekes allitast is hozzateszi:
»a gondolatkisérletben szerepls hold] allandoan ugyanazt az arcat mutatja, de nem a bolygd, hanem a pélya
masik fokusza felé”. Igaz-e ez az allitds? Hatarozzuk meg a libracié mértékét a palya masik gyujtépontjabol,
illetve azt is, hogy ha nem innen, akkor az ellipszispalyin beliil honnan nézve minimaélis a hold libréicioja!

(Vincze Miklos)
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. Egy naptérra réanézve feltiinhet, hogy a Nap nem a nyari napfordul6 idején kel legkordbban, és nem a téli

napfordulé idején kel legkésébb, hanem ehhez képest néhany napos eltérést figyelhetlink meg. (Magyarorszégon
az eltérés elég kicsi). Magyarazzuk meg a jelenséget! A Fold mely részén lesz a legnagyobb ez a kiilonbség és
miért? Lehetnek-e olyanok egy bolygé paraméterei, hogy csak az egyik fajta eltérés lépjen fel, vagyis pl. ne a téli
napforduléra essen a legkésébbi kelés, de a nyari napfordulé idején legyen a legkorabbi?

(Dalya Gergely)

. Egy Fold-tipusi exobolygé a kézponti csillaga koriili kdrpalyan keringve parolog, igy egy iistokosszerd porcsdvat

htz maga utan. Modellezziik ezt a csévat agy, hogy aprd, gomb alaku szemcsékbal all!

a) Milyen gorbét kapunk, ha dbrazoljuk a rendszer Gsszfényességét az ids fiiggvényében (egy keringési idg alatt)?
b) Milyen palyan fognak mozogni a porszemcsék? Hatarozzuk meg a palya paramétereit!

c) Hatarozzuk meg egy porszemcsének a bolygohoz viszonyitott szogsebességét!

d) Hogyan fiigg a csova fényelnyelése a bolygotol vald szogtavolsagtol?

(Dalya Gergely)

. BEgy m tdmegii részecske mozog egydimenziés potencidltérben az F = —kx + a/x® er§ hatésa alatt (k és a

pozitiv paraméterek). Keressiik meg az egyensulyi helyzeteket, és vizsgaljuk meg stabilitasukat! Szamitsuk ki az
egyensilyi helyzet koriili kis rezgések frekvenciajat! Mutassuk meg, hogy ez a frekvencia nem fiigg a részecske

. ps

energiajatol! Mi lehet ennek a furcsa viselkedésnek az oka?

(Magyar Péter)

. Alice es Bob megprobaljak kétféleképp kiszamolni az egyenletesen terhelt hid kabelének alakjat (nulla tomegt

kabel, az egyensulyban fligg6leges terhelés, vizszintes irdanyban homogén erdstirtiséggel). Alice felirja a lokalis
egyensuly feltételét, mig Bob varidciészamitassal all neki, a teljes hosszat rogziti, s emellett az elemi terheld
tomegek potencialis energiait Osszegezve arra jut, hogy a kabel alatti teriiletet kell minimalizélni (izoperimetrikus
probléma). MeglepGdve tapasztaljak, hogy a két eredmény kiilonbozik, Alice fiiggvényalakja parabola, Bobé
viszont koriv! Allitsuk els e megoldasokat! Melyik eredmény milyen fizikai elrendezésnek felel meg? Segitsiink
Bobnak, hogy a varidcidés moddszerével megkaphassa Alice eredményét, azaz adjunk olyan potenciilis energia
funkcionalt, melynek minimumaként a parabola elgall!

(Gyorgyi Géza és Katz Sandor)

Kétdimenziés homogén aramlasba helyeziink egy szarnyprofil formaju akadalyt. Ez utébbit az « = 1, y =
0 ponton keresztiilhalado egységsugaria kor z + 1/z Kutta-Zsukovszkij-transzformaltjaként allitjuk eld. A kor
kézéppontja és az aramlas irdnya szabad paraméterek. Hatarozzuk meg a torlépontok (ahol az aramlas sebessége
nullava valik) helyzetét e paraméterek fliggvényében, feltéve, hogy az dramlas sebessége sehol sem valik végtelenné
(Csapligin-feltétel), és nem kovetkezik be atesés!

(Bene Gyula)

Gytrik kozott kifesziils minimalis forgasfeliiletet keresve tobb stacionérius alakot kaphatunk. Mi e megoldasok
fizikai jelentése? Tekintsiink azonos, egységnyi sugari, egyméstoél d tavolsagra levs koaxialis gytrtiket! Hasonlitsuk
Ossze a stacionérius feliiletek felszinét, beleértve a két gytirire fesziil§ korlapokét is, majd analizéljuk az egyes
megoldasok lokélis stabilitasit! Numerikusan is vizsgalhatjuk a sajatértékproblémat, vagy analitikus megoldast
adhatunk akkor, amikor egyetlen sima stacionarius feliilet van, majd az attél valo kis eltérésekre els§ rendben
perturbativan szamolhatunk. Abrézoljuk vazlatosan néhény jellegzetes d tavolsag mellett a felszin nagysagat
(,tajképét”) a fliggvénytérben oly modon, hogy a stacionarius pontok lathatok legyenek!

(Gyorgyi Géza és Katz Sandor)

Egy 2 cm atmérdji, 4 cm hosszi henger alaka dugdt néziink egy 5 dioptrids, 3 cm Atmérdji lencsével. A henger
tengelye és az optikai tengely egybeesik. A lencse 30 cm-re van a szemiinktdl, és a dugd alapkore a lencse mogott
van 2 cm-re. Rajzoljuk le a papirra, amit latunk, olyan nagyitasban, hogy a lencse atmér&je a papiron 6 cm
legyen!

(Tichy Géza)

Az optikai szakirodalomban ismert egy alapelv, mely szerint nem létezik olyan tokéletes leképezést létrehozd opti-
kai rendszer, ami nagyit vagy kicsinyit. Az elv indoklasa a hullamoptikin alapul: a geometriai optika ,leképezés™
fogalma mogott igazabol a kiilonbozé tton terjedd hullamok erdsité interferencidja all. Am ha a targy ket
pontjanak tavolsdga n), akkor a leképezett pontoké N nagyitasi (vagy kicsinyitési) tényezs esetén Nn\ lesz —
ezért altalaban drasztikusan megvaltoznak az interferenciaviszonyok. Ennek ellenére — mint ugyancsak kozismert
- egy a sugari iiveggdmb egy, a belsejében levs, r < a sugart teljes gombfeliiletet tokéletesen leképez egy R > a
sugari, az liveggémbon kiviil elhelyezkeds gombfeliiletre. Ellentmondasban van-e ez a tény a fenti elvvel?

(Tichy Géza)
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A lézercsipesz egy olyan laboratériumi berendezés, amelyben a tér egy kis tartoményaban fokuszalt lézernya-
labbal lehet mikroszkopikus méreti testeket csapdazni (;megfogni”), mozgatni. A miikédés alapelve az, hogy a
fokuszfoltban kialakuld, inhomogén intenzitdst tartomanyba helyezett testre olyan erd hat, amely a kis intenzi-
tasd hely fel6l a nagy intenzitasd hely felé mutat. Ebben a feladatban a csapdéazni kivant test egy, a lézerfény
hullamhosszanal sokkal kisebb mérett, latexbol késziilt, toltetlen, szigeteld nanogolydcska. A golyd tOomor és
homogén, tomege m, sugara R, relativ dielektromos allandéja pedig e,.

= O
=0
— :
—_

z=0

A nanogolydcskat egy erdsen fokuszalt, polarizalt lézernyalabba helyezziik (1asd az abrat). A lézerfény a fokusztar-
tomény minden pontjaban x irdnyba halado, helyrdl helyre valtoz6 amplitiadoji, w korfrekvenciaju sikhullammal
kozelithets. A lézerfény (iddatlagolt) intenzitasa a hely fliggvényében az

2 2 22
(12 2)
formulaval kozelitheto az |z| < a; |y| < b; |2| < b tartoméanyban (a,b > 0).

a) Hatarozzuk meg a golydcska egyensulyi helyzetének koordinatéit, azaz azt a helyet, ahol az intenzitas in-
homogenitasabol szarmazé csapdazo erd és a sugarzasi nyomaés altal kifejtett erd egyensulyt tart! (Feltehetjiik,
hogy az egyenstlyi helyzet origdtol mért tavolsiga sokkal kisebb az a, b paramétereknél, de sokkal nagyobb a
golyocska R sugaranal. Alkalmazzuk a maxwelli elektrodinamika térvényeit!)

b) Hogyan mozog a nanogolyocska, ha egyensulyi helyzetébdl y irdnyban kicsiny d < b tavolsédggal kimozditjuk?
Adjuk meg a mozgast jellemzd paraméter(eke)t!
(Vigh Maté)

Négyzetracsban elhelyezkedd azonos R ellenallasokbol N szélességi (a racspontok szama az egyik iranyban N+1,
az ellenallasok szama N) végtelen szalagot készitiink. Mennyi az ellenallas a halozat két tetsz6leges racspontja
kozott? Szamitsuk ki egzaktul az ellendllast az N = 5 szélességi szalagban a szalag kozépvonaldhoz képest
szimmetrikusan elhelyezkedd két szomszédos racspont (azaz egy ellenéllas két végpontja) kozott!

(Cserti Jozsef)

Két parhuzamos, féldelt fémlemez kézott, a lemezekkel parhuzamosan egy elektromosan t6lt6tt, jo hosszu fémszél
talalhato. Mekkora erd hat a @ toltést, L hosszi szalra, ha a lemezek tavolsaga D, és a szal az egyik lemeztdl d
tavolsdgban helyezkedik el? (D < L).

(Gnadig Péter)

Egy szigetel6 anyagbol késziilt, grafittal egyenletesen bevont asztali foldgtmbbe egy vékony vezetéken Briisszel-
nél valamekkora dramot vezetiink be, Budapestnél pedig ugyanekkora aramot vezetiink ki a gébmbbdl.

a) Milyen alaka gérbék mentén folyik az dram a grafitrétegben?

b) Mekkora a fesziiltség Kijev és Moszkva kozott, ha Phenjan és Szoul kozott a fesziiltseg Uy?

(Gnadig Péter)

A mellékelt sematikus dbran egy tirhaj6 fuzids reaktoranak keresztmetszete lathato. A képen lathato valamennyi
kor kozépen egy kozbs pontban érinti egymast. (Az dbran haromféle kiillonb6z8 mérett kor szerepel.) A harom-
dimenzi6s szerkezet egy forgastest, melyet az dbra fiiggsleges szimmetriatengelye koriili forgatassal kaphatunk
meg. A reaktort alkoté gdmbdk és toruszok falai idedlis fémbdl késziiltek; a vildgossziirke tartomany {ireges.
Hatarozzuk meg egy, ebben az iiregben tetszélegesen elhelyezkedd, nyugvd ponttoltés altal keltett potencialt, ha
nincs kiils6 tér (a reaktor még nem mukodik...) és a falak foldeltek!

(Lajer Marton)
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Egy homogén izotrép vezets anyaghol késziilt téglatest ellenallasa pe/(ab), ahol p a fajlagos ellenéllas, ami a o
vezetGképesség inverze, a, b, ¢ a téglatest oldalai, és az dram a c¢ hosszusagu oldallal parhuzamosan folyik. An-
izotrop esetben p és o is tenzor. Tegyiik fel, hogy a téglatest tengelyei nem esnek egybe a matrixok fGtengelyeivel!
Mekkora lesz a téglatest ellenallasa? Milyen specialis geometridji esetekben lehet egzaktul, illetve jo kozelitéssel
kiszamitani az ellenallast? A tenzorkomponensek milyen kombinacioi jelennek meg az ellenallas képletében? (A
téglatest két végén az dram be-, illetve kivezetése az egész homloklapot lefed, idedlisan vezets fémkontaktuson
at torténik.)

(Tichy Géza)

Egy a szélességii és b vastagsadgli egyenes rézpalcat két végénél a vizszintesen és mereven rogzitiink, szabad
részének hossza igy [ (I > a > b). A pélca ala, kozépvonala valamely pontjanak kozelébe egy kicsiny, m mégneses
momentumi permanens magnest helyeziink dgy, hogy m mer6leges legyen a palca alsé, legnagyobb lapjara, és
a magnes kozéppontja attol d < [ tavolsagra legyen. A palca a szélessége iranyaban a magneses tér valtozasa
elhanyagolhato. A magnes hatésara a palca kissé meghajlik. Hogyan modosul a palca alakja a vizszinteshez
képest? Adjuk meg a palca 1j, egyensilyi alakjanak egyenletét a magnes vizszintes helyzetének fliggvényében! A
gravitaciot elhanyagolhatjuk, és természetesen hasznalhatok még anyagi paraméterek is. A péalca kitérése d-nél
sokkal kisebb.

(Kovécs Aron)

Erés neodimium maéagnest ejtiink fiiggsleges tengelyd acélcs6be. Milyen sebességgel esik at rajta? Stabil-e az
egyenes vonali egyenletes mozgas az esés soran?

(Bene Gyula)

Az abran lathatod egységnyi oldalhosszisagi, szabalyos haromszogracs racspontjaiba m és M magneses momen-
tum, 6 és © tehetetlenségi nyomatéka iranyttket tesziink (az M momentumok helyét az abran kiilon jeloltiik).
Az irdnytik a racs sikjaban szabadon elfordulhatnak, és dipdlusoknak tekintheték, melyek csak legkozelebbi
szomszédaik hatasat érzik. A racs egy, a sikjaval parhuzamos homogén By mégneses térben van, melynek iranyéat
az abra szemlélteti. Alapéllapotban minden magnes a kiilsé tér iranyaba all be. Az iranytik egyensilyi helyzet
koriili kis rezgései hullamként terjednek a réacsban. Hatarozzuk meg f(w, k) = 0 alakban a diszperzios relaciot!

VAVAYAVAN

\WAVAVAYA
AVAAVAN

(Marton Lajer)

Egy henger alakd, teljesen hészigetels dobozt két egyenls V térfogati része oszt egy m témegd, hét 4t nem ereszt 6,
surlodd dugattyi, ami az alaplapokkal parhuzamosan mozoghat, és kezdetben rogzitve van. Az egyik térrészben
p nyoméast és T hémérsékletl egyatomos idedlis géz van. A masik térrészben 2p nyomasu és 27 hémérsékletii
ugyanilyen gaz. A dugattyu rogzitését kiengedve allandé S csiszési sirlodasi erd mellett mozoghat. A tapadési
surlodas maximaélis értéke is S. Hogyan mozog a dugattyd? Mennyi utat tesz meg a megallasig? Diszkutaljuk a
leiras érvényességét kicsiny m tomeg esetén!

(Horvath Akos)

Két relativisztikus részecske kozeledik egyméshoz, kezdeti V és v sebességvektoraik egymadsra merslegesek. A
rendszer invarians témege a kisebbik test nyugalmi tomegének tizszerese. A nagyobb tomegi részecske kibocsét
egy kozvetitd részecskét, amely elviszi energiajanak és impulzusanak egy részét. Az emisszio utan a részecske
nyugalmi tomege hetedére csokken, 11j sebességvektora viszont megegyezik a méasik részecske kezdeti v sebesség-
vektoraval. A masik részecske elnyeli a kibocsatott kozvetits részecskét, nyugalmi tomege ezzel az eredeti érték
hétszeresére ng, Gj sebességvektora viszont az elsé részecske kezdeti V sebességvektoraval egyezik meg. Mekkora
a kézvetits részecske nyugalmi tomege?

(David Gyula)

Vizsgaljuk a fliggtleges hajitas feladatat egy gombszimmetrikus test koriili Schwarzschild-térben! Vezessiik le a
Schwarzschild-féle r és ¢ valtozok kozotti Osszeliiggést kifejezs r(t) fliggvényre vonatkozd, az altalanos relativitéas-
elméletnek megfelels, semmiféle kizelitést nem tartalmazé differencidlegyenletet, és hasonlitsuk 6ssze a megfeleld
newtoni formulaval! Specialis esetekben kiséreljiik meg az egyenlet megoldésat is!

(David Gyula)
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Egy fekete lyuk felé radiélis irdnyban két tirhajo zuhan egymas nyomaban. Végtelenbeli kezdGsebességiik nullanak
vehets. Az eseményhorizont atlépésekor a két tirhajo Schwarzschild-féle radialis r koordinatdjanak kiilonbsége

joval kisebb, mint az eseményhorizont b gravitacios sugara. Irjuk fel az egyik test mozgasat a masik testhez
rogzitett lokalis inerciarendszerben, és forditva is! Mit tapasztalnak a tirhajokon utazo megtigyelsk akkor, amikor
a mésik test, illetve a sajat tirhajojuk atlépi az eseményhorizontot?

(David Gyula)

Egyenletes anyageloszlasi, sik térmetrikaja Friedmann—Robertson-Walker-univerzumban egy gémb alakd iireg
van, melynek kozepében talalhaté a gombbdél hidnyzé anyag. Ez az elrendezés az Einstein-egyenletek egzakt
megoldasahoz vezet (svajci sajt modell). Mutassuk meg, hogy ha a gdmb sugara elegendSen nagy, akkor

a) a gomb sugara kisebb a Schwarzschild-sugarnal,

b) kiviilrsl a gémbbe belépve onnan ismét vissza lehet jonni,

c) a gbmb kozéppontjiba nem lehetséges eljutni.

(Bene Gyula)

Vizsgaljuk meg egy m tdémegii kvantumos részecske viselkedését a V(z) = kx?/2 + a/(22?) egydimenzids po-
tencidlban (k és a pozitiv paraméterek)! Gondoljuk meg, hogy a kvantummechanika szdmos megfogalmazasa,
reprezentacidja, szamolasi modszere koziil melyik a legalkalmasabb a probléma kezelésére!

a) Hatarozzuk meg az alapallapot és a gerjesztett Allapotok sajatenergiait sajatfﬁggvenyeit és Vizsgaljuk meg

kapottakhoz?
b) Tudunk-e megnevezni olyan létezd fizikai rendszert, amely elfogadhatéan leirhaté ilyen potenciallal?
¢) Altalanositsuk a feladatot n dimenziora, és diszkutaljuk az n = 1,2, 3 eseteket!

(Magyar Péter)

Legyen a' és a egy kvantumos harmonikus oszcillstor keltd és eltiintetd operatora a szokasos [a,af] = I fel-
cserélési relacioval! Jeloljiik az N = a'a kvantumszam- operator sajatvektorait |n)-nell Hajtsunk most végre
az operatorokon egy formélis ,Lorentz-transzformaciét”: legyen b= achy — afshy, ahol x egy rogzitett valos
paraméter! Mutassuk meg, hogy az igy értelmezett b operator és adJungaltJa is a szokésos felcserélési relaciot
kielégits eltiintets és kelté operatornak tekinthets! Allitsuk el az M = b'h operator alapallapotat, valamint
elsé és masodik gerjesztett &llapotat az N operator |n) sajatvektorainak linesrkombinaciojaként! Ugyesebb fel-
adatmegoldok az M operétor tetszsleges |m) sajatvektoranak, valamint a koherens allapotok vektorainak az
elsallitasat is megkereshetik. Ugyeljiink az allapotvektorok normélasaral

(David Gyula)

Egy t6bb részecskébdl allo fermionikus rendszer allapotat a betoltésiszam-reprezentacioban az |nq,...,n;, ..., nN)
allapotvektor irja le, ahol n; € {0,1} az i-edik egyrészecske-kvantumallapot betdltési szama, N a lehetséges egy-

részecske allapotok szama. Az ezen &llapotokon hatéd tetszSleges operator elGall a fermionikus kelts (a j ) és
eltiintetd (a;) operdtorok polinomjaiként. Egy éltaldnos egyrészecske-operdtor a Fock-téren O1 = > .. O;; aTaJ
alakban adhat6 meg. Egy M x M-es A matrix fraktaldimenzi6jat kévetkezd modon definialhatjuk:

_ In(s(4))
d(A) = (M)

ahol s(A4) a matrix nem nulla elemeinek a szama. (Megjegyzés: egy altalanos sokrészecske-operéator fraktal-
dimenzitja értelemszertien 2, hiszen az egy teli méatrix.) Szamitsuk ki betoltésiszam-reprezentacioban a lehets
legsfirﬁbb egyrészecske operatorok fraktéldimenzi()jat az (N — oo) termodinamikai limeszben a teljes Fock- téren

(Oroszlany Laszl6 és Barankai Norbert)

Irjuk fel az £ = 1 (9, ¢)>—im? ¢? Lagrange-stirtiségt relativisztikus klasszikus térelmélet megoldasat adott ¢o(x)
kezddfeltétel mellett! A kapott megoldas segitségével oldjuk meg az £ = % (0, 0)* — %mQ %+ %/\1¢3 + i/\2¢4
Lagrange-strdségt modellt is a A1, Mg csatolési allandékban masodrendig, diagrammatikus perturbaciészamitas-
sal (altalunk el6irt szabalyok szerint megrajzolt és értékkel felruhazott dbrak segitségével, perturbativ moédon)! A
szabalyokat adjuk meg mind koordinata-, mind impulzustérben (Fourier-tér)! Hogyan véltoznanak a szabalyok,

ha a klasszikus szot a kvantum széval helyettesitenénk? Hogyan kaphatjuk vissza a kvantumos szabalyokbdl a
klagszikusakat?

(Laczké Zoltan)
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Szokas mondani, hogy a kvantummechanikiba a részecskék megkiilonb6ztethetetlenségét és a Pauli-elvet , kiviil-
r6]” kell beépiteni. Egy két részecskébdl allo rendszer esetében, koordinata-reprezentaciéban megkoveteljiik, hogy
az S permutécio-operatornak, mely a kétvaltozos i (z1, z2) allapotfiiggvények terében hat és az

(S9) (21, 22) = (22, 21)

transzforméaciot hajtja végre, a rendszer minden allapota sajatallapota legyen. (Az z1 és x5 altalanos koor-
dinatak, diszkrét elemeket is tartalmazhatnak.) Az S permutacio-operator kilonbozs sajatértékekhez tartozo
sajatallapotainak linedrkombinéci6it a Pauli-elv — mint fizikailag megvalosulo rendszereket — kizarja.

Elgondolkozhatunk azonban azon, hogy lehetséges e a klasszikus mechanikai rendszerek kvantalasat gy moédosi-
tanunk, hogy az mar eleve tartalmazza a részecskék megkiilonboztethetetlenségét. Egy lehetséges ut a kovetkezd.
Legyen N egy klasszikus mechanikai pontrendszer részecskéinek szama, és tegyiik fel, hogy a rendszer konfigura-
cios tere QY ahol Q az egyrészecskés konfiguracios tér! Konnyen elfogadhaté érvelés az, hogy ha a témegpontok
tomege, toltése, stb. azonos, akkor ezek a részecskék a legtobb esetben mar klasszikusan sem megkiilonboztet-
hetéek. Ebbsl fakadéan a rendszer leirasahoz hasznalt fazistér valéjaban nem QV, hanem az tér, melyet tgy
kapunk, hogy Q" -ben azonositjuk azokat a pontokat, melyek a koordinatak permutalasaval egymasba atvihetdk.
Roviden: a konfigurécios teriink Q~ /Sy, ahol az Sy szimmetrikus csoport az N hossziisagi, kiilonboézs elemeket
tartalmazoé sorozatok permuticidcsoportja. Eljarasunk most mar igy folytatodik: ahelyett, hogy a kvantalashoz
a QN konfiguracios teret hasznalnank, hasznaljuk a QY /Sy teret!

Térjiink 4t most arra a specidlis esetre, amikor Q = R?, azaz QV = R, El6szor is mutassuk meg, hogy Sy
fixpontjai egy d-dimenziés alteret alkotnak Q~-ben! Mi a fixpontok Xcps terének fizikai jelentése? Az Xy
teret levalasztva kapjuk, hogy QY ~ (RW=14/8y\) x Xcas. Legyen N = 2, ekkor Sy ~ Zo. Hogyan hat Zs a
RWV=14 téren? Milyen topologikus teret kapunk, ha kiktjiik, hogy részecskéink nem {itkozhetnek, illetve, ha
iitkbzhetnek? Milyen érdekes topoldgiai tulajdonsagaik vannak ezeknek a tereknek?

Vizsgéljuk részletesebben a legegyszertibb esetet, amikor N = 2 és d = 1! Mutassuk meg, hogy a konfigurécios tér
izomorf a félsikkal! Koordinata-reprezentacioban a vizsgalt rendszert igy mar a félsikon értelmezett, négyzetesen
integralhatd, komplex értéki fliggvények fogjak jellemezni. Ugyanakkor nem engedhetiink meg minden ilyen
fliggvényt, ugyanis a fizikai interpretalhatosag megkoveteli, hogy a félsik élén hatdrfeltételt irjunk els. Hogyan
valasszuk meg ezt? Bevezetve a félsik élével parhuzamos (x) és arra meréleges koordinéatékat (z), mutassuk meg,
hogy tetsz6leges ¥ (x, z) hullamfiiggvény, mely fizikai rendszert ir le, a hataron kielégiti a

0
&1/)(9070) = 771/}('7’" 0)

egyenletet valamely valdés 7 paraméter esetén! Mutassuk meg, hogy a szabad mozgashoz tartozé Hamilton-

operator most is
n? [ 0? 0?
H=—|—+——
2m \ 0x2  0z2

alakba hozhato! Tegyiik fel, hogy egy ¥ (z,z) fuggvény egy rogzitett n mellett kielégiti a fenti hatarfeltételt!
Milyen lehet a (z, 2) fiiggvény, ha emellett kielégiti a szabad mozgas Schrédinger-egyenletét is? Diszkutaljuk a
vélaszt 7 értékétdl fiiggden! Legvégiil probaljuk megtalalni azokat a szabad hullamfiiggvényeket, amik bozonikus
és fermionikus megoldasoknak feleltethet6k meg!

(Barankai Norbert)

Egy befektetési bank arképzsként eladasi és vételi arakat publikal egy befektetési eszkozre. A bank (helyes) sza-
mitésa szerint az eszkoz valos értéke 100. A piaci szereplSk ugyanezt az eszkozt, egyenletes eloszlassal, (hibasan)
90 és 110 kozott értékelik. Minden piaci szerepld, aki az eladasi ar folott értékeli az eszkozt, vesz egyet a banktol
az ajanlott aron, és ekkor a bank profitként realizalja az eladasi ar és a valos érték (100) kiilonbségét. Minden
piaci szerepld, aki a vételi ar alatt értékeli az eszkozt, elad egyet a banknak az ajanlott aron, és ekkor a bank
profitként realizélja a valos érték (100) és a vételi ar kiillonbségét.

a) Milyen eladasi és vételi arakat publikiljon a bank, hogy maximalis profitot realizalhasson?

Tegyiik most fel, hogy két kiilonb6z6 bank is fellep arképzéként, mindketts tud a konkurenciarél, és mindkettd
helyesen 100-ra értékeli az eszkozt. A piaci szereplSk értékelése ugyanaz, mint az elgbbi példaban. Az a piaci
szerepld, amelyiknek az értékelése csak az egyik bank eladasi ara folott van, vesz egyet ettdl a banktol az ajanlott
aron, és ekkor a bank profitként realizalja az eladési ar és a valos érték kiilonbségét. Ha a piaci szerepld értékelése
mindkét bank eladési ara f6lott van, akkor az altala vélt ar—érték-kiilonbségek ardnyaban vesz a bankoktol,
Osszesen most is egységnyit. A bankok profitja ekkor a sajat eladasi ar és a valos érték kiilonbségének és a
forgalmi ardnynak a szorzata. A piaci szereplék viselkedése és a bankok profitja az eladési oldalon a vételi oldal
analog tiikorképe.

b) Milyen eladési és vételi arakat publikdljanak a bankok, feltéve hogy mindkett§ a sajat profitjat probélja
maximalizalni?

(Bihary Zsolt)
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A képen (http://ortvay.elte.hu/2014/abrak /sandstorm.ps) egy, a F6ldkozi tenger térségében dulé homok-
vihar lathaté. Becsiiljiikk meg a miholdképbdl a szall6 homokszemcsék méretét!

(Réacz Zoltan)

Hatéarozzuk meg a Naprendszer keringési sebességét a Tejut kozéppontja koriil a Sloan Digitalis Egtérkep
(Sloan Digital Sky Survey, SDSS) publikus adatbazisat hasznélval Az adatbézisbél gytjtsiik le alkalmasan ki-
valasztott csillagok égi koordinatait, valamint a spektrumokbél lemért vordseltolodasait! Csillagok esetében a
voroseltolodast a Doppler-eltolodas okozza, igy az kozvetlen kapcsolatban van a latéiranyu relativ sebességgel.
Az adatbazisban szerepld vordseltolédasok mar korrigalva vannak a Fold Nap kortili keringésére. A csillagok
egvenként véletlenszerd inklinaciéval rendelkezd palyan keringenek a Tejut kézéppontja koril, ezért par négy-
zetfokonkeént kiatlagolt latoiranyt sebességekbdl készitsiink térképet! Abrazoljuk ezt a térképet, majd azzal a
feltételezéssel élve, hogy az gy kiatlagolt ,allocsillag-rendszerhez” képest mozog Napunk egy adott irdnyba egy
adott sebességgel, hatarozzuk meg a sebesség nagysagat és irdnyat galaktikus koordinatdkban! Az adatfeldol-
gozas soran hasznaljunk galaktikus (I,b) koordinatakat! Ugyeljiink arra, hogy a csillagaszati adatbazisok nem
tokéletesek! A készit6k minden igyekezete ellenére elgfordulnak hibas mérések, melyeket az adatfeldolgozas soran
kell kisz(rni.

A bekiildott megoldas tartalmazza az adatfeldolgozas részletes leirasat, a lefuttatott SQL lekérdezéseket és az
adatfeldolgozésra hasznalt program forraskodjat is!

Rivid segitség az adatbdzis eléréséhez:

Az adatbézis a http:/ /skyserver.sdss3.org/ weboldalon keresztiil érheté el. Itt kattintsunk a CasJobs linkre, ahol
egyszerii regisztraciot kivetSen teljes kord hozzaférést kapunk az adatokhoz. Az adatok lekérdezéséhez az SQL
nyelvet kell hasznalni. A lekérdezések a CasJobs weboldal Query mentijében futtathatok. Futtatas el6tt gyd-
z6djiink meg arr6l, hogy az adatbazis megfelel verziojat (DR7) hasznaljuk; a verziot a Context mezGben lehet
kivalasztani. Az adatbézisban taldlhaté adattablik részletes leirasat a fGoldalon, a Schema Browser meniiben
talaljuk.

Az alabbi egyszerii lekérdezés néhany csillag Doppler-eltolodasat adja meg:

SELECT TOP 100 p.1, p.b, s.z

FROM SpecObj s

INNER JOIN Star p

ON p.objID = s.bestObjID

WHERE s.SpecClass = 1

Futtatds (Submit gomb) utdn a lekérdezés eredménye a MyDB meniiben jelenik meg, ahonnan az adatok
tovabbi feldolgozas céljara CSV formétumban letolthetSk. Az adatanalizis tetszéleges programnyelven megirt
feldolgozdprogrammal elvégezhetd, de hisztogramok készitésére, atlagolasra az SQL nyelv kozvetleniil is alkalmas.

Az alabbi lekérdezés meghatarozza az SDSS altal megfigyelt csillagok szamat a galaktikus szélesség fliggve-
nyében, egy fokos felbontassal:

SELECT FLOOR(p.b), COUNT(*)

FROM SpecObj s

INNER JOIN Star p

ON p.objID = s.bestObjID

WHERE s.SpecClass = 1

GROUP BY FLOOR(p.b)

ORDER BY 1
Amennyiben a COUNT(*) fiiggvényt AVG(s.z)-re cseréljiik, ugy a csillagok szama helyett az atlagos Doppler-

eltolodast kapjunk eredményként.
Erdemes tanulményozni a SkyServer portdl ,Education”, ,Schema”, ,SQL Tutorial” és ,Sample SQL Queries”
lapjait!

(Csabai Istvan és Dobos Laszl10)
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