
A 35. ORTVAY RUDOLFFIZIKAI PROBLÉMAMEGOLDÓ VERSENY FELADATAI2004Az ELTE TTK Fizikus Diákköre, a Magyar Fizikus Hallgatók Egyesülete és az Eötvös Loránd Fizikai Társulat 2004-ben is meghirdeti a hagyományos, immár 35-ik, ezúttal már hetedszer nemzetközi Ortvay Rudolf Fizikai FeladatmegoldóVersenyt. Id®pont: 2004. október 29 � november 8.Az Ortvay versenyen minden � hazai és külföldi � egyetemi hallgató indulhat. Az értékelés és a díjazás évfolyamonkénttörténik. A doktoranduszok külön kategóriát alkotnak. A verseny egyéni: páros vagy soportosan írt dolgozatokat nemfogadunk el. Kérjük a beadott feladatokon megadni a versenyz® egyetemét, szakát és évfolyamát. Álnév vagy jelszó nemhasználható, minden versenyz® valódi néven indul.A feladatok 2004. október 29-én, pénteken, közép-európai id® szerint 12 órától (11:00 GMT) magyar ésangol nyelven, html, LATEX, pdf és Postsript formátumban letölthet®k az Ortvay-verseny weblapjáról:http://ortvay.elte.hu/.Budapesten emellett a feladatok � ugyanett®l az id®ponttól � nyomtatott formában is átvehet®k az ELTE lágy-mányosi Fizika�Kémia tömbjének (H-1117 Budapest, Pázmány Péter sétány 1/A) földszinti társalgójában. A lágy-mányosi Ma�he irodában (2.64 szoba) a kés®bbiekben egy mesterpéldány áll a fénymásolni kivánók rendelkezésére.A BME-n, a JATE-n, a KLTE-n, a JPTE-n és számos külföldi egyetemen helyi szervez®k intézik a feladatok sok-szorosítását és kiosztását.Figyelem! A szervez®k minden igyekezete ellenére is el®fordulhat, hogy egy-egy értelemzavaró fogalmazási vagy gépe-lési hiba marad a feladatok szövegében. Érdemes ezért a továbbiakban is �gyelni a fenti weblapot, illetve a lágymányosiMa�he hirdet®táblát, ahol az esetleges javításokat, módosításokat azonnal közzétesszük.Egy versenyz® maximálisan 10 feladat megoldását adhatja be. Minden feladat megoldására maximálisan 100 pontotlehet kapni.A feladatok megoldásához bármilyen segédeszköz használható. Könyvre, folyóiratikkre hivatkozni lehet.Minden feladat megoldását külön A4-es lap(ok)ra kérjük leírni. Egy lapnak sak az egyik oldalára írjunk vagy nyom-tassunk! Ne írjunk eruzával vagy vékony másolópapírra � ezeket nem tudjuk elfaxolni a megoldások javítóinak. Az ilyendolgozatokat nem fogadjuk el.Ha a megoldáshoz számítógépes program is tartozik, kérjük írásban megadni a program részletes dokumentáióját(milyen nyelven íródott, hogyan lehet elindítani, milyen paramétereket lehet beállítani, melyik bet¶ mit jelent, hogyankell a program készítette ábrákat vagy táblázatokat értelmezni, stb.) A programokat �oppylemezen lehet mellékelni,vagy e-mailen lehet elküldeni az alább megadott ímre.A megoldásokat személyesen, postán, faxon vagy e-mailen (TEX, LATEX vagy Postsript formátumban, vagy � haninsenek benne képletek � közönséges elektronikus levélben) lehet beküldeni. Kérjük a versenyz®ket, hogy sak azalapvet® LATEX stílusfájlokat használják, vagy a felhasznált speiális stílusfájlokat mellékeljék a beadott anyaghoz. Azelektronikusan beadott dolgozatokhoz � külön e-mailben � kérjük satolni a tartalomjegyzéket és az esetleges kibontásiútmutatót.Személyesen a lágymányosi Északi tömbben, a Ma�he Irodában (2.64 szoba) lehet a megoldásokat leadni.Postaím: ELTE TTK Fizikus Diákkör, Dávid Gyula, ELTE TTK Atom�zika TanszékH-1117 Budapest, Pázmány Péter sétány 1/AFaxszám: Dávid Gyula, 36/1/3722753 vagy Cserti József, 36/1/3722866E-mail ím: dgy�ludens.elte.hu vagy ortvay�saas.ity.tvnet.huBeadási határid®: 2004. november 8. hétf®, közép-európai id® szerint 12 óra (11:00 GMT).Kérjük, hogy a feladatok valamilyen formában történt postázása után minden versenyz® töltse ki a verseny web-lapjáról nyíló adatlapot. Ez a versenyz®k és beadott megoldásaik azonosítására szolgál. Figyelem! Az adatlap ki-töltése nélkül a zs¶ri nem tudja elfogadni a beküldött megoldásokat! Az adatlap sak november 8-án és9-én lesz elérhet®, kérjük miel®bb kitölteni!A verseny díjazása évfolyamonként történik, az összpontszám alapján. A zs¶ri fenntartja a jogot, hogy egyes díjakatne, megosztva vagy több példányban adjon ki. A pénzjutalommal járó els®, második és harmadik díjak mellett diséretek,illetve egyes feladatok kiváló megoldásáért különdíjak is odaítélhet®k. Ezért már egy-két feladat megoldását is érdemesbeadni!A verseny eredményhirdetése deember 16-án lesz, a hagyományos Fizikus Mikulással egybekötve. A pontos helyszíntkés®bb közöljük a verseny weblapján. Az ünnepélyes eredményhirdetést a feladatok megoldásának megvitatása követi.Az egyes feladatok legjobb megoldóit ezennel el®re felkérjük, hogy ismertessék megoldásaikat. (A verseny egész Földrekiterjedt volta ellenére ez a felkérés értelemszer¶en sak a hazai versenyz®kre vonatkozik.) A részletes eredmény ezutánmegtekinthet® lesz a verseny weblapján. A díjazott versenyz®ket e-mailben értesítjük, az okleveleket és a pénzjutalmakatpostán küldjük el.A verseny feladatait és megoldásaikat � az egyes feladatok legjobb megoldóinak szövegezésében (melyre ®ket ezennelfelkérjük) � angol nyelv¶ kiadványban szeretnénk megjelentetni. Ezt a kiadványt a �zikushallgatók nemzetközi szer-vezete, az IAPS, valamint a verseny résztvev®i segítségével világszerte terjeszteni kívánjuk. Reméljük, ez még jobbanhozzájárul a verseny nemzetközivé válásához.Sikeres versenyzést, tartalmas és hasznos fejtörést kívánunk minden versenyz®nek!A verseny szervez®i: Dávid Gyula, Piróth Attila, Cserti József1



1. A mellékelt ¶rfelvétel Budapest belterületét ábrázolja a Szentendrei-sziget déli süskét®l a lágymányosi ELTE-ampusig:http://ortvay.elte.hu/2004/budapest.jpg (1.6 MB)a) Mikor készült a kép (hónap, nap, óra, per)?b) Milyen magasan vannak a felh®k? (Pál András)2. Robinson Péntekkel péntekt®l péntekig négyzet alakú tavat készíttetett, ahol szabad délutánjait úszkálással tölti.Fürdözését a tó körüli bozótból felbukkanó kannibálok veszélyeztetik, akik Robinsont étlapjukon szeretnék szere-peltetni. Robinson éppen a tó közepén fürdik, amikor a parton felt¶nik egy kannibál. Megkezd®dik a versenyfutás� életre-halálra. A kannibál nem tud úszni, futásának sebessége u. Robinson a parton gyorsabban fut a kannibál-nál. A kannibál mindig arra fut, amerre menve hamarabb megközelítené a tó középpontját Robinsonnal összeköt®egyenesnek a parttal való metszéspontját. Adjunk alsó korlátot Robinson úszási sebességére, amely mellett biztosa menekülése! Bónusz kérdés: Van-e a kannibálnak a fent leírtnál jobb stratégiája?(Farkas Szilárd és Zimborás Zoltán)3. A rakétahajtás elvét egy vízszintes asztalon szabadon mozgó kiskosival akarjuk illusztrálni. A kosin egy tartálytalálható, melyben kezdetben H magasságig áll a víz. A tartály aljához vízszintes s® satlakozik, hossza L,melyen keresztül �hátrafele� áramolhat ki a víz. A s® keresztmetszete a tartály keresztmetszetének k-ad része. Avíz tömege mellett a tartály és a kosi tömege elhanyagolható.Írjuk le a kosi mozgását! (Gnädig Péter)4. Egy igen gyorsan forgó, gömb alakú, légkör nélküli bolygón állva köveket hajigálunk függ®legesen felfelé. Adjuk mega k® földet érésének helyét az elhajítási pont földrajzi szélességének és a dobás kezd®sebességének függvényében!(Veres Gábor)5. Két Nap-típusú sillag kering egymás körül. Legnagyobb távolságuk háromszorosa a Föld�Nap távolságnak. Pá-lyájuk éggömbre es® vetület-ellipszisei kölsönösen áthaladnak a másik ellipszis középpontján.a) Az év (azaz a teljes keringési id®) hányad részét töltik a sillagok a másik sillag pályáján belül? (Pontosnumerikus választ kérünk, lehet®leg számítógép használata nélkül!)b) Hogyan változik az év folyamán a két sillagot összeköt® egyenes felez®pontjába elhelyezett kisiny fekete testh®mérséklete? (MIT feladat nyomán Dávid Gyula)6. A bolygóközi tér egy kis tartományában homogénnek tekinthet®, B indukiójú mágneses mez® van. Egy kezdetbenaz origóban álló proton mellett az r0 vektorral jellemzett helyen v0 kezd®sebesség¶ másik proton található. A B,r0 és v0 vektorok páronként mer®legesek egymásra.Mekkora lesz a két részeske legnagyobb távolsága a mozgásuk során, ha közöttük sak elektromágneses er®khatnak? Mennyi id® múlva lesz a protonok távolsága ismét a kezdeti érték?Mekkora v0 = vkrit esetén marad a részeskék távolsága id®ben állandó (ahol v0 = |v0|)? Vizsgáljuk meg azt azesetet, amikor v0 nem sokkal tér el a vkrit értékt®l! Kialakulhatnak-e zárt pályák?Tekintsünk el a sugárzási veszteségt®l, továbbá hanyagoljuk el a mozgó protonok mágneses terét a küls® B mellett!(Gnädig Péter)7. Testek falról vagy egymásról való visszaver®désének jellemzésére szolgál az ütközési szám: a visszaver® sík normáli-sára vetített sebességvektor ütközés utáni és ütközés el®tti abszolút értékének hányadosa. Kísérletileg kimutatták,hogy kell®en puha visszaver® felület esetén ez az érték egynél nagyobb is lehet. Modellezzük a jelenséget kétdimenzióban, korong falnak való ütköztetésével! Adjunk kvantitatív magyarázatot arra, hogyan lehetséges ez azenergiamegmaradás megsértése nélkül! (Borsányi Szabols)
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8. Vezessük le a kerékpárnyomok egyenletét!Hátsókerék-meghajtású, L tengelytávolságú kerékpárunkkal vízszintes talajon kerékpározunk. Milyen összefüggésvan az els® és a hátsó kerék által leírt nyomok között? Hogyan érdemes megadni a kerékpárnyomok görbéjénekegyenletét, hogy az összefüggés egyszer¶ alakot vegyen föl?Eredményünket alkalmazzuk néhány egyszer¶ esetre: milyen görbét ír le a hátsó kerék, ha az els® kerékkel egya) egyenes vonalat b) körvonalat követünk (a váz és az els® kerék által bezárt szög kezdetben tetsz®leges)?Aszimptotikusan milyen görbét ír le a hátsó kerék, ha az els® kerékkel egy szinuszgörbét követünk? Mik a görbeparamérterei? Megjelenik-e a paraméterek között az L tengelytávolság?Egy kerékpárversenyen N darab kerékpáros teker egymás után ∆ követési távolsággal, azonos v sebességgel. Mind-egyik kerékpáros az el®tte lév® kerékpáros hátsó kerekének nyomvonalát követi, hogy kihasználja a szélárnyékot.Egy nagyon hosszú egyenes útszakasz után az út egy R ≫ L sugarú köríven elfordul és mer®legesen halad tovább.Hogyan fognak megváltozni a követési távolságok, ha mindenki továbbra is az el®tte lév® hátsó kerekének nyom-vonalát követi, és tartja a sebességet is? (Gáspár Merse El®d)9. Egy légkör nélküli, gömb alakú bolygó körül három, egyenl® oldalú háromszög alakban elhelyezett ¶rállomáskering szinkronpályán. (Az egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy a bolygó sugara, keringési és tengelyforgásiideje megegyezik a Földével, a központi sillag pedig a Naphoz hasonló!) Az ¶rállomások közti teherforgalom lebo-nyolítására forradalmi módszert vezetnek be: a somagokat �vízszintesen� (azaz a szinkronpálya érint®je irányában)egyszer¶en kilökik az ¶rállomásról, a többit a bolygó gravitáiójára bízzák.a) Mekkora sebességgel kell kilökni a somagot, ha a pályán el®ttünk, illetve mögöttünk haladó ¶rállomás aímzett? Mennyi a kézbesítés ideje? Ábrázoljuk a somag pályáját a kibosátó állomással együtt mozgó és együttforgó koordinátarendszerben (melynek egyik tengelye a bolygó középpontja felé, a másik a körpálya érint®jeirányába, a harmadik pedig a pálya normálisa irányába mutat)!b) Valakinek eszébe ötlik, hogy a módszer hatékonysága megn®, ha a somagok repülés közben egyet pattannak abolygón. E élból a bolygó megfelel® pontjaira sima, vízszintes, tökéletesen rugalmas �pattanótereket� kell építeni.Hogy változnak ekkor a korábbi kérdésre adott válaszok?) Az állomás paransnoka úgy dönt, hogy nem érdemes bevezetni a b) pontban javasolt módosítást, hiszen sakkb. 4 százalékos menetid®-megtakarítást lehetne elérni, ez pedig nem éri meg a pattanóterek létesítéséhez szükségesberuházási költségeket. Már sak egy kérdés marad: miért nins légköre a bolygónak?Pótkérdés (sak magyar versenyz®knek): melyik magyarországi turistaházról nevezték el a bolygót?(Dávid Gyula)10. A tehetetlen tömeg de�níiója Newton II. törvénye: F = ma, ahol m a test helyét®l és sebességét®l függetlenállandó. A két vektormennyiség közti lineáris kapsolat azonban nemsak skalár tömeget enged meg. Vizsgáljukmeg annak következményeit, ha m tenzor!a) Hogyan módosulnak a szokásos megmaradási törvények?A feladat most következ® b) és ) része kétdimenziós térben végbemen® mozgásokra vonatkozik. Legyen a tömeg-tenzor izotróp, azaz forgásinvariáns (vigyázat, ez nem sak az egységtenzor számszorosa lehet)!b) Ha a tömeg tenzorjelleg¶, küls® gerjesztés nélküli disszipatív rendszerben is kialakulhat nemtriviális staioná-rius állapot. Vizsgáljuk meg a fent megadott izotróp tömegtenzorú részeske mozgását a következ® alakú entrálispoteniálban:
F = −kx · |x|

b−1
− ηv, k, η > 0, b ∈ RMilyen feltételek mellett marad a részeske mozgása véges? Mi a staionárius megoldás?) Ha N > 1 azonos, izotróp tömeg¶ részeske mozog egymás terében, a küls® poteniál el is hagyható:
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(xi − xj) · |xi − xj |
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− ηvi, k, η > 0, b ∈ RMilyen esetben találunk véges staionárius megoldást? Mi az?Az analitikus meggondolásokhoz elvezet® numerikus eredmények is érdekelnek. (Asbóth János)11. Egy súlyzó alakú bolygó kering a Nap körül. (A bolygó két tömegponttal modellezhet®, amelyeket egy merev, dhosszúságú, elhanyagolható tömeg¶ rúd köt össze. A mozgás síkban történik, és a Nap tömegéhez képest a bolygóéelhanyagolható.) Amikor a bolygó nem szimmetrikusan áll a Napból a bolygó tömegközeppontjába mutató rvektorhoz képest, akkor a gravitáió a bolygót az r irányába próbálja forgatni. Ha keringés közben a bolygó éppnapközelben (illetve naptávolban) van, amikor az egyik (illetve a másik) irányban hat rá a forgatónyomaték, úgya bolygó keringéséhez és forgásához tartozó perdület serél®dhet.a) Milyen összefüggés érvényes e két mozgás között?b) Gyorsulhat-e tartósan a bolygó forgása a keringés kárára? Ha igen, milyen feltételekkel?) Mikor zuhanhat bele a bolygó a Napba? (A gravitáiós er®ket egészen a Nap felszínének eléréséig elegend®ugyanolyan rendig számítani, mint a mozgás kezdetén.) (Fehér Titusz)3



12. Rúdinga leng homogén gravitáiós térben. A t = 0 id®pontban kitérése ϕ1 (az egyensúlyi helyzett®l mérve), Tid® alatt a ϕ2 = π szög¶ pontba jut el. Keressük a legkisebb energiájú megoldásokat, azaz kerüljük a feleslegestöbbletfordulatokat!Hogyan függ az inga energiája T -t®l, valamint a kiindulási szögt®l, aszimptotikusan nagy T értékekre?(Bajnok Zoltán)13. Henger alakú edényben vizet forgatunk állandó ω szögsebességgel. A vízhez rögzített koordinátarendszerben álló,homogén, R sugarú fagolyót helyezünk a vízbe. Hol fog elhelyezkedni a golyó hosszú id® elteltével? Vizsgáljuk akis golyók, illetve az R & g/ω2 sugarú golyók esetét is! (Kosis Bene, Egri Gy®z® és Kormos Márton)14. Egy gyorsan forgó neutronsillagot � durva közelítésben � modellezzük összenyomhatatlan folyadékkal, melyet asaját gravitáiós tere tart össze.Mutassuk meg, hogy ebben a modellben a sillag � nem túl nagy szögsebesség esetén � lehet forgásellipszoid alakú!Legfeljebb mekkora lehet a �lapultsága�? (Gnädig Péter)15. Történt egyszer, hogy Huygens, Fresnel és Bernoulli szeles id®ben kimentek a pusztába dobolni. Huygensnélvolt a dob, amit id®nként megütött. Fresnel a szél irányában, Bernoulli a széllel szemben azonos távolságbólhallgatták Huygens játékát. A szél vízszintesen fújt, és sebessége v = αz alakban változott a magassággal (értékea feladat szempontjából lényeges magasságokban jóval kisebb volt a hangsebességnél). Mit hallott Fresnel, és mithallott Bernoulli? (A dob hangját kibosátáskor rövid delta-impulzussal közelíthetjük, a leveg® viszkozitásátóleltekinthetünk.) (Kosis Bene, Egri Gy®z®)16. Relativisztikus részeskék mozgását vizsgáljuk sztatikus, entrális V (r) Lorentz-skalár mez®ben. Hanyagoljuk el arészeske visszahatását a skalármez®re és az azt kelt® központi testre! A feladat során végig a entrumhoz rögzítettineriarendszerben dolgozzunk!Az a) és ) feladatok esetén vizsgáljuk meg a nemrelativisztikus közelítést, és annak érvényességi tartományát! Mia korlátok �zikai jelentése?a) A részeskék R sugarú körpályán mozognak. Hogyan függ a V (r) skalárpoteniál az r sugártól, ha a keringésperiódusideje független a körpálya R sugarától?b) Legyen a skalárpoteniál Kepler-alakú: V (r) = −α/r. Érvényes-e a körpályákon végbemen® relativisztikusmozgásokra Kepler harmadik törvénye?) Milyen alakú a V (r) skalárpoteniál, ha a relativisztikus mozgás a hagyományos Kepler-féle (zárt, a vonzóent-rumot a fókuszpontban tartalmazó) ellipszispályákon megy végbe?d) Mekkora ütközési paraméterrel kell a b) pontban szerepl® skalárpoteniál entruma felé l®ni egy E energiájúpontrészeskét, ha azt akarjuk, hogy eltérülésének szöge pontosan kétszerese legyen a nemrelativisztikus esetbenvárhatónak? (Dávid Gyula)17. Csubakka kitekint a Millenium Falon ablakán, és hirtelen észrevesz egy nagyon nagy sebesség¶ meteort, amelya lázadók ¶rbázisa felé tart. Csubi természetesen tud a birodalmiak azon kedven trükkjér®l, hogy nagy tükrökmozgatásával megtévesztik és elsalják az ®rhelyükön lév® lázadó ¶rhajókat. A meteort egy gázfelh® veszi körül,ezért alaktorzulásokat nem tud meg�gyelni. Hogyan tudná Csubi megállapítani rövid id® alatt, hogy sak egynagy sebesség¶ tükörr®l visszaver®d® képet lát-e, vagy valóban egy meteor tart a lázadók bázisa felé? Mindenesetben m¶ködik ez a módszer? (Zimborás Zoltán)18. A meg�gyel®höz képest állandó sebességgel mozgó lézer fényének tulajdonságai a Doppler-e�ektus alapján írhatókle. Mi történik a fényt kibosátó lézer egyenletes gyorsításakor? (Számoljunk a gyorsítás nagyságának és irányánakfüggvényében!) (Fehér Titusz)19. Coulomb poteniálon szóródó relativisztikus elektron hatáskeresztmetszete jól ismert a kvantumelektrodinamiká-ból. A formula klasszikus (~ → 0) relativisztikus határesete nagyon egyszer¶:
dσ(p, θ)

dΩ
= γ2(1 − v2 sin2 θ/2)

dσ(p, θ)

dΩ

∣

∣

∣

∣

Rutherford

,ahol p az elektron hármasimpulzusa, γ = 1√
1−v2

, θ a szórasi szög és v az elektron sebessége (mindegyik a Coulombpoteniál forrásának rendszeréb®l nézve, és c = 1 mértékegységben). Magyarázzuk meg klasszikus (azaz nemkvantumos) eszközökkel az γ2(1 − v2 sin2 θ/2) relativisztikus korrekiót! (Szabó Kálmán)4



20. A Blak Hole Travels ¶rutazási iroda egzotikus utazásokat szervez kalandvágyó milliomosoknak. Az utasok egykatalógusból választhatják ki a meglátogatni kívánt fekete lyukat. Az érdekl®d®ket luxus¶rhajón szállítják a fe-kete lyuk közelébe, és ott körpályára állnak. A fekete lyuk horizontját megközelítve az utasoknak fantasztikuslátványban lehet részük (az égbolt besz¶kül, a sillagok elkékülnek, stb.).a) Adott M tömeg¶ sztatikus fekete lyuk esetén mennyire közelíthetik meg a horizontot, illetveb) milyen mélyen ereszkedhetnek be egy M tömeg¶, maximálisan forgó Kerr-féle fekete lyuk ergoszférájába,hogy a nehézségi gyorsulás ne lépje túl a Földön megszokott értéket, de az árapályer®k hatása se jelentsen túlnagy kényelmetlenséget a látogatóknak? Vizsgáljuk az M = 1M⊙ és az 106M⊙ eseteket!A túl nagy fogalmát a feladat során a megoldóknak kell pontosítaniuk. (Kosis Bene)21. Két, egymás mögött véges kezdeti távolsággal, de azonos sebességgel induló meg�gyel® zuhan sugárirányban egyfekete lyukba. Látják-e egymást? Ha igen, milyen irányban? Hogyan változik a válasz a mozgás során? Van-e olyanszakasza az egyik meg�gyel® pályájának, amit a másik soha nem pillanthat meg? És fordítva? (Az egyszer¶ségkedvéért tegyük fel, hogy a meg�gyel®knek 4π térszöget látó szemük van!) (Dávid Gyula)22. Tapasztalati tény, hogy spirálgalaxisokban a korong síkjába es® sillagok körmozgásának kerületi sebessége nemfügg a galaxis középpontjától való távolságtól. Érdekes módon ez az összefüggés a középpontól olyan távol isfennáll, ahol már nins számottev® látható anyag a galaxisban. Az ellentmondás standard megoldási módja szerintfeltételezzük, hogy létezik további nem látható (sötét) anyag a galaxisban, és ennek a gravitáiós hatása okozzafenti jelenséget.Egy másik megközelítési mód lehet, hogy nem tételezzük fel sötét anyag jelenlétét, hanem a Newton-törvénytmódosítjuk. Tegyük fel, hogy két tömegpont közötti gravitáiós er®
F = −G(r)

m1m2

r2

r

ralakú, ahol G(r) a távolságfügg® gravitáiós konstans. Egy spirálgalaxis s¶r¶ségeloszlását közelít®leg
ρ(r) = ρ0e

−αrδ(z)alakúnak vehetjük, ahol r a középponttól való távolság, α ≈ 4 kp, z pedig a galaxis korongjának síkjára mer®legeskoordináta.Hogyan válasszuk G(r)-et, hogy ez a s¶r¶ségeloszlás önmagában megmagyarázza kerületi sebességre vonatkozómeg�gyeléseket? Bónusz kérdés: a Naprendszerre vonatkozó meg�gyelések segítségével áfolható-e, hogy G(r)valóban ilyen alakú? (Kosis Bene és Egri Gy®z®)23. Tárgyaljuk a kvantummehanika alapján egy rögzített tömegközéppontú, és ekörül szabadon forgó,
Θ =





Θ1 0 0
0 Θ2 0
0 0 Θ3



tehetetlenségi nyomatékú merev test (Θ1 > 0, Θ2 > 0, Θ3 > 0) mozgását!a) Mi lesz a rendszer Hamilton-operátora?b) Mekkorák az energia-sajátértékek a Θ1 = Θ2 = Θ3 gömbszimmetrikus esetben? Hányszorosan degeneráltak azegyes energiaszintek?) Makroszkópikusan mégis �forogni� látjuk a merev testeket, azaz a helyzetüket például id®ben változó szögvál-tozókkal jellemezhetjük. Ez hogyan egyeztethet® össze a kvantummehanikai leírással?d) Hogyan módosulnak az energiaszintek, ill. azok degeneráltsága, ha Θ1 = Θ2 6= Θ3?e) Mit mondhatunk a Θ1 6= Θ2 6= Θ3 6= Θ1 esetben? (Tóth Bálint)24. Egy kvantumos rendszer Hamilton-operátora (a ~ = 1 egységrendszerben) a következ®:
H = H−1

0





H2
0 − ω2 2H0 ω cos α 2H0 ω sinα

2H0 ω cos α ω2 cos(2α) − H2
0 ω2 sin(2α)

2H0 ω sin α ω2 sin(2α) −ω2 cos(2α) − H2
0



 ,ahol α egy állandó skalár paraméter, H0 pedig az ω frekveniájú, m tömeg¶ egydimenziós harmonikus oszillátorközismert Hamilton-operátora. Határozzuk meg (a lehet® legegyszer¶bb módszerrel) a rendszer energiaspektrumát(és ha tudjuk, a sajátállapotokat is)! (Cserti József és Dávid Gyula)5



25. Helyfügg®en adalékolt (doppolt) félvezet®k leírása során gyakran alkalmazzák a �változó e�ektív tömeg� módszerét.Ekkor az anyagban mozgó elektron tömegét a hely adott M(r) függvényének tekintik. A feladat kvantummeha-nikai tárgyalásakor fellép az a nehézség, hogy a H(r,p) = p
2

2m
+ V (r) Hamilton-függvény kinetikus tagjában aszokásos serereláióknak eleget tev® p̂ és M(r̂) operátorok nem kommutálnak, ezért a klasszikus kifejezés többkülönböz® operátorral is helyettesíthet®. Javasolták például a következ® kifejezéseket:

a) p̂
1

2M(r̂)
p̂ b)

1

4

(

p̂2 1

M(r̂)
+

1

M(r̂)
p̂2

)

c)
1

2

1
√

M(r̂)
p̂2 1

√

M(r̂)Vizsgáljuk az egydimenziós esetet! Mutassuk meg, hogy mindhárom fenti kifejezés hermitikus energiaoperátorhozvezet, és hogy az egyikr®l a másikra való áttérés supán egy �mértéktranszformáiót� jelent! Milyen �kompenzáló�transzformáiót kell végrehajtani a V (x) poteniálon? Tegyük fel, hogy az M(x) folytonosan di�ereniálhatófüggvénye a helynek!Hogyan módosulnak eredményeink, ha megengedjük, hogy a M(x) függvényben véges ugrások is felléphessenek(például két különböz® anyag határfelületén)? Milyen határfeltételeket kell kirónunk a helyreprezentáióban felírtShrödinger-egyenletet megoldó staionárius hullámfüggvényre? (Kormányos Andor)26. Egy elektron kétdimenziós mozgását a spin-pálya kölsönhatást is �gyelembe véve az alábbi Hamilton-operátorralírhatjuk le:
Ĥ =

p2
x + p2

y

2m
+

α

~
(σxpy − σypx) ,ahol α a spin-pálya kölsönhatás er®sségére jellemz® állandó, és σx, σy a Pauli-mátrixok. Küls® mágneses tér eseténa Hamilton-operátort a szokásos p → p − eA transzformáióval kell módosítani, ahol e az elektron töltése és Aa küls® mágneses térnek megfelel® vektorpoteniál. A Zeeman-e�ektust egy további tag hozzáadásával vehetjükszámításba: µBσ B, ahol µB a Bohr-magneton és σ = (σx, σy, σz) a Pauli-mátrixokból képzett vektor.Határozzuk meg az elektron energiaszintjeit homogén, z irányú mágneses térben ! (Cserti József)27. a) Bizonyítsuk be, hogy lassan változó forgások esetén a vektoroknak a szögsebességre vett vetülete adiabati-kus invariáns! Azaz: tekintsünk egy kétszer folytonosan di�ereniálható ω(t) : [0, 1] → R

3 függvényt, majd egytetsz®leges a ∈ R
+ számot választva az r(t) : [0, 1/a] → R

3 vektorra vonatkozó következ® di�ereniálegyenletet:
d

dt
r(t) = ω(at) × r(t).Bizonyítsuk be, hogy az r(0) kezdeti értékt®l függetlenül

lim
a→0

(

ω(1/a), r(1/a)
)

|ω(1/a)|
=

(

ω(0), r(0)
)

|ω(0)|
,ahol (·, ·) a skaláris szorzatot jelöli!b) Bizonyítsuk be, hogy az id®függ® perturbáiószámítás �adiabatikusan invariáns�! Azaz: tekintsünk egy kétszerfolytonosan di�ereniálható f(t) : [0,∞) → R függvényt, melyre f(0) = 1, limt→∞ f(t) = 0 és limt→∞ f ′(t) = 0,és legyen konvergens az ∫ ∞

0
|f ′′| integrál! Legyen H egy ismert Hamilton-operátor és V egy perturbáló operátor!Bizonyítsuk be, hogy H + V sajátvektorait az id®független els®rend¶ perturbáiószámítással meghatározva fázis-faktorok erejéig ugyanarra az eredményre jutunk, mintha egy a ∈ R

+ számot választva az id®függ® H + f(at)Voperátorra végeznénk el az id®függ® els®rend¶ perturbáiószámítást a teljes t ∈ [0,∞) intervallumon, majd utánaaz eredménynek a a → 0 határesetét tekintenénk (itt a poteniált tehát nem bekapsoljuk, hanem kikapsoljuk)!Mi történik második rendben (példaként vegyük az f(t) = e−t függvényt)? Mi a helyzet, ha a kikapsolás végesideig tart sak, azaz valamilyen b ∈ R mellett t > b-re f(t) = 0?) Mi az összefüggés a feladat a) és b) része között? Azaz: sejtsük meg az általános matematikai állítást, amelyneka feladat a) és b) része egyaránt egy-egy speiális esete. (A fellép® vektorterek az egyszer¶ség kedvéért legyenekvéges dimenziósak!) (Pozsgay Balázs)28. A nemkommutatív kvantummehanika, azaz az olyan kvantummehanika, amelyben a koordinátakomponenseknem felserélhet®k, manapság nagy érdekl®désre tart számot. Vizsgáljuk meg a nemkommutatív kvantummeha-nikának talán a legegyszer¶bb esetét, egy kényszereknek alávetett kvantummehanikai modellt!6



Tekintsük a kétdimenziós síkban mozgó töltött részeske nemrelativisztikus mozgását a síkra mer®leges homogén,állandó mágneses térben! A modell Hamilton�függvénye:
H(p,q) =

1

2m

2
∑

i,j,k=1

(

pi +
B

2
εijqj

)(

pi +
B

2
εikqk

)A modell m → 0 határesetét vizsgáljuk meglehet®sen intuitív módon: a Hamilton�függvény végességének meg-®rzéséhez kirójuk a Ci = pi + B
2
εijqj = 0 kényszereket. Lássuk be, hogy a kanonikus kvantálás után ezek akényszerek operátor szinten nem róhatók ki, azaz nem létezik az eredeti állapottérnek olyan (nemtriviális) altere,amelyen a Ci operátorok 0-t adnának! Ehelyett járjunk el a következ®képpen:a) Adjunk meg egy M alteret és egy erre vetít® PM ortogonális projektort úgy, hogy a kényszeres modell operá-torait (Ôc) a kényszermentes Ô meg�gyelhet® mennyiségekb®l Ôc = PMÔPM módon származtatva az Ô

c�k éppena Dira-féle serereláióknak tegyenek eleget!b) Látni fogjuk, hogy a p̂c
1, p̂c

2 impulzuskomponensek már nem lesznek felserélhet®k, mint ahogy a koordináta-komponensek sem. Ugyanakkor a kényszermentes rendszerünknek szimmetriája a kétdimenziós euklideszi soport.Miért kellene ezt a szimmetriát egy alkalmasan de�niált m → 0 határátmenetnek elrontania? Vizsgáljuk meg,hogy az eltolásoknak milyen ábrázolása származik az eredeti kényszermentes modellbeli szokásos ábrázolásból!Nem tudnánk-e az impulzuskomponensek nemkommutativitásától egy ekvivalens sugárábrázolásra való áttérésselmegszabadulni?) A kvantálás során egy klasszikus pn
1pm

2 monomhoz operátort rendelünk, amely p̂c
1-nek és p̂c

2-nek polinomja.Milyen rendezési szabály adódik az impulzuskomponens�operátorokra?d) Legyen f és g két, sak a koordinátáktól függ® függvény! De�niáljunk egy olyan (nem feltétlenül kommutatív)
∗�szorzatot, amely kielégíti a

PM (f ∗ g)(q̂1, q̂2)PM = PM f(q̂1, q̂2)PM g(q̂1, q̂2)PMegyenl®séget. Mi lesz a qk
1ql

2 , qm
1 qn

2 monomok ∗�szorzata? (Farkas Szilárd és Kormos Márton)29. Vizsgáljunk egy nulla h®mérséklet¶, kisiny szuperfolyékony hélium- (4He) seppet! Ismeretes, hogy a sepp-ben terjed® hanghullámokat egy megfelel® e�ektív kvantumtérelmélet segítségével írhatjuk le, a hanghullámokkvantumait fononoknak hívjuk. Minden fononmódushoz a határozatlansági reláió értelmében zérusponti rezgéstartozik. Mekkora energias¶r¶séget hoznak létre a zérusponti rezgések a héliumseppben? Mekkora nyomást okozez az energias¶r¶ség? Miért nem robbantja szét vagy roppantja össze ez a nyomás a seppet?(Segítség: a fononok maximális energiája a Debye-energia lehet. Az esetleges számításokat kölsönható Bose-gázravégezzük el, és ebb®l próbáljunk következtetéseket levonni a kvantumfolyadékra vonatkozóan!) (Egri Gy®z®)30. Két kisméret¶ ionfelh® ütközik. Minden ion egyforma, és nagyon sok van bel®lük a felh®kben. A részeskék köztielektromágneses kölsönhatást elhanyagolhatjuk, a jelenséget sak az igen rövid hatótávolságú er®s kölsönhatáskormányozza. Ismerjük annak a valószín¶ségét, hogy végbemegy legalább egy felh®közi ütközés (tehát az egyikfelh® egyik ionja ütközik a másik felh® egyik ionjával): ez a valószín¶ség p, ahol 0 < p < 1. Mi a valószín¶ségeannak, hogy legalább két felh®közi ütközés történik? (Veres Gábor)31. Tegyük fel, hogy a Föld domborzati elemeinek különböz® tulajdonságok szerinti eloszlása skálafüggetlen eloszlástmutat! Például feltételezhetjük, hogy a szigetek nagyság szerinti eloszlása, a hegyek magasság szerinti eloszlása, afolyók hossz szerinti eloszlása vagy vízgy¶jt® területeik nagyság szerinti eloszlása mind-mind skálafüggetlen elosz-lást mutat valamilyen hatványkitev®vel. Próbáljuk ezekr®l és még más ezekhez hasonló eloszlásokról megmutatni,hogy valóban skálafüggetlenek! Készítsünk modelleket, melyek az egyes eloszlások hatványkitev®i között kapso-latokat létesítenek! Ellen®rízzük ezeket a kapsolatokat (térképr®l vagy adatbázisból vett) mérési adatok alapján!Megjelenik-e egyes hatványkitev®k közötti kapsolatban a Föld felületenek topológiája? (Gáspár Merse El®d)32. Hát, elegem van az egész Ortvay versenyb®l! Rá kellett jönnöm, hogy a sok feladat megoldása mellett az embernekmás, nagyobb dolga is van... Ennek sikeres abszolválása után kezemben egy WC-papír gurigával kihajolok torony-házunk legfels® emelete legkisebb helyiségének ablakán, majd a TV-ben látott reklámon felbuzdulva új kísérletbekezdek. A papírszalag végét a falhoz szorítom, és érdekl®déssel �gyelem, amint a tekers legördül a fal mentén.Majd a kezemben maradt papír hátulján lázas számolásba kezdek...Hogyan változik a papírhenger középpontjának magassága az id® függvényében? Mikor és hol szakad el (ha elsza-kad) a papír? (Dávid Gyula és Cserti József )
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